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Листок 8
. Во всех задачах все представления — над алгебраически замкнутым полем характеристики 0.

Задача 8.1. Найдите размерность неприводимого представления симметрической груп-
пы, соответвующего а) крюку с рукой l и ногой k (см. рис.); б) прямоугольнику 2×n.

Приложение А
Формула крюков

(В. А. Клепцын, Г. А. Мерзон)

Напомним, что размерностью диаграммы Юнга λ называется коли-
чество стандартных таблиц формы λ или, что то же самое, количество
путей в вершину λ в графе Юнга. В данном разделе будет объяснено,
как при помощи метода отражений получить некоторую мультиплика-
тивную формулу для размерности произвольной диаграммы.

Впервые метод отражений для решения этой задачи был применен
Д. Зильбергером в заметке [], сам метод отражений восходит к статье
Д. Андрэ []. Существует и множество других доказательств формулы
крюков. Доступное изложение на русском языке одного из них можно
найти в статье [].

Второй автор благодарен М. А. Берштейну за полезные обсуждения.

A.. У этой задачи есть как минимум один хорошо известный част-
ный случай. А именно, посмотрим на диаграмму Юнга в виде уголка
с «плечами» k и l.
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Нетрудно понять, что размерность такой диаграммы есть число путей
из точки (0, 0) в точку (k, l), в которых каждый шаг является сдвигом
на 1 по одной из координат. С другой стороны, количество таких пу-

тей дается биномиальным коэффициентом
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, для которого есть

явная формула:
%

k+ l
k

&
= (k+ l)!

k! l!
.

Формулу для размерности произвольной диаграммы, которую мы
получим, можно рассматривать как некое обобщение приведенного
выше утверждения о биномиальных коэффициентах.

A.. Диаграмма Юнга задается формой своей границы, т. е. после-
довательностью вертикальных и горизонтальных отрезков. Вместо по-
следовательности отрезков рассмотрим последовательность пронуме-
рованных ячеек: в ячейки, соответствующие вертикальным отрезкам,



Задача 8.2. а) Сумма всех циклов данной длины лежит в центре алгебры C[Sn].
б) Сумма всех циклов длины 3 лежит в подалгебре, порожденной Z(C[Sn−1]) и элементом

Xn :=
∑
i<n

(i n).

Задача 8.3. (Вырожденная аффинная) алгебра Гекке H(2)— это алгебра с образующими
X, X ′, s и соотношениями XX ′ = X ′X, s2 = 1, sX −X ′s = 1.

а) Если v — общий собственный вектор для операторов X и X ′ (в некотором представ-
лении), то пространство 〈v, sv〉 является подпредставлением алгебры H(2).

б) Опишите явно все неприводимые конечномерные представление H(2).

Задача 8.4. Вектора содержаний любых двух стандатных таблиц одной формы отли-
чаются на допустимую перестановку (соседние элементы разрешается переставлять,
если их содержания отличаются более чем на 1).

Задача 8.5. Тензорное умножение на знаковое представление соответствует сопряжению
диаграммы Юнга.


