
çÅÏÍÅÔÒÉÑ: ÌÉÓÔÏË 3. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (22
ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2014)
äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ z 7→ az+b

cz+d , ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ a, b, c, d
É z ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ, ad−bc 6= 0. þÔÏÂÙ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
×ÓÀÄÕ, ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ∞.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÕÀ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ z1, z2, z3 É z4 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [z1; z2; z3; z4] ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 4. þÉÓÌÁ a, b, c É d ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ad−bc > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z 7→ az+b
cz+d

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÍÎÉÍÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ) ÎÁ ÓÅÂÑ.

éÎ×ÅÒÓÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÆÅÒÙ S Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O | ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ A
(ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ O) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ A∗, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÕÞÅ OA É OA · OA∗ = R2, ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ
ÓÆÅÒÙ S.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ (× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÓÆÅÒÁ ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÆÅÒÕ ÉÌÉ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ; ÐÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÐÒÑÍÕÀ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ (× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ (× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ËÁË CA

CB : DADB .

úÁÄÁÞÁ 8. ðÒÏ×ÅÄ£Í ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S, ×ÓÅ ÓÆÅÒÙ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÆÅÒÅ S.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÅÝ£ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ O | ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ S, ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÆÅÒÕ × ÔÏÞËÅ N . óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÆÅÒÙ S ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
� ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ A ÓÆÅÒÙ (ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÔÏÞËÉ N) × ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ NA É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ×
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ S, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÆÅÒÕ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. îÁ ÈÏÒÄÅ AB
ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ C É D É ÓÐÒÏÅÃÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
CA
CB : DADB =

(
C′A
C′B : D′AD′B

)2
(C ′ É D′ | ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞÅË C É D).

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÆÅÒÙ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
(ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÉÎ×ÅÒÓÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÉÎ×ÅÒÓÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÆÅÒÁ S ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �.
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