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Ïðÿìûå è êîíèêè

Ïîëå k â ýòîì ëèñòêå èìååò õàðàêòåðèñòèêó íîëü.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü L ⊂ P2 � ïðÿìàÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî îäíî èç îòîáðàæåíèé (x, y, z) 7→ (x, y),
(x, y, z) 7→ (x, z), (x, y, z) 7→ (y, z) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì L ñ P1. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè íà
L êîîðäèíàòû.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü L1 è L2 ⊂ P2 � ïðÿìûå, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè x + y + z = 0 è x −
2y − z = 0. Ïóñòü A = (1 : 0 : 0), B = (1 : 1 : 1) ∈ P2 � òî÷êè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
πA, πB : L1 → L2 ïðîåêöèè èç A,B ñîîòâåòñòâåííî ñ L1 íà L2. Ââåä¼ì íà L1 êîîðäèíàòû:
L1 = {(x : y : −x− y)}.
a) Çàïèøèòå â êîîðäèíàòàõ ïðîåêöèè èç ýòèõ òî÷åê ñ L1 â L2.

b◦)Çàïèøèòå â êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå π−1
B πA : L1 → L1 è íàéäèòå åãî íåïîäâèæíûå

òî÷êè.

c)Ëþáàÿ ëè ðåãóëÿðíàÿ áèåêöèÿ èç L1 â L2 çàäà¼òñÿ êàê ïðîåêöèÿ èç òî÷êè?
Êîíèêîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 2 â P2, ò.å. ìíîæåñòâî íóëåé îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè 2.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî êîíèêà ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé ïðÿìîé, ïàðîé ïðÿìûõ ëèáî å¼ óðàâ-
íåíèå çàìåíîé êîîðäèíàò ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ax2+by2+cz2 = 0, ãäå a, b, c 6= 0. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå êîíèêà íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü P ∈ C � òî÷êà íà íåîñîáîé êîíèêå, à L ⊂ P2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, íå
ñîäåðæàùàÿ P .

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ èç P : C
π−→ L � èçîìîðôèçì. Êóäà ïåðåõîäèò òî÷êà P?

b) [ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êîíèêè] Ïîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå êâàäðàòíûå òð¼õ-
÷ëåíû φ1(t), φ2(t) è φ3(t), ÷òî òî÷êè (φ1(t) : φ2(t) : φ3(t)), t ∈ k ïðîáåãàþò (ïî÷òè) âñþ
êîíèêó C.

c)Îáðàòíî, ïóñòü φ1(t), φ2(t) è φ3(t) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû. Ïî-
êàæèòå, ÷òî òî÷êè (φ1(t) : φ2(t) : φ3(t)) ïðîáåãàþò íåêîòîðóþ êîíèêó.
Ïîäñêàçêà: íå áîéòåñü çàìåíÿòü êîîðäèíàòû.

d)Ïóñòü C è L çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè −x20 + x21 + x22 = 0 è x0 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, à
P = (1 : 1 : 0). Çàïèøèòå π è îáðàòíîå ê π îòîáðàæåíèå â êîîðäèíàòàõ.
Çàäà÷à 5. a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êîíèêà íàä k ïóñòà ëèáî èçîìîðôíà P1

k.

b)Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 2d, ïîêàæèòå, ÷òî âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà îêðóæíîñòè x2+y2 = 1
èìåþò âèä (

p2 − q2

p2 + q2
,

2pq

p2 + q2

)
,

ãäå p, q ∈ Z.
c) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + y2 = z2.

d)Íàéäèòå âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà êîíèêå x2 + 3y2 = 1.

e) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + 3y2 = z2.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå òåîðåìó Áåçó äëÿ ïåðåñå÷åíèé ñ êîíèêîé.
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Ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå. Ïóñòü V � 3-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, Q � íåâûðîæäåí-
íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, à q � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà V .
Âñÿêîé òî÷êå P ∈ P(V ) ñîïîñòàâèì ïðÿìóþ P× â P(V ), ñîñòîÿùóþ èç òåõ òî÷åê S, äëÿ
êîòîðûõ Q(lP , lS) = 0 (ãäå lP è lS � ïðÿìûå â V ). Ïðÿìàÿ P× íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè
P , à P � ïîëÿðîé P×.
Çàäà÷à 7. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå � ýòî áèåêöèÿ ìåæäó òî÷êàìè è
ïðÿìûìè â P(V ).

b) Çàïèøèòå åãî â êîîðäèíàòàõ, âûáðàâ êîîðäèíàòû óäîáíûì îáðàçîì.
Çàäà÷à 8. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëÿðà òî÷êè ñòðîèòñÿ òàê. Ïóñòü PS1 è PS2 � êàñàòåëüíûå
ê êîíèêå C, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì q = 0, ïðè÷¼ì S1, S2 ∈ . Òîãäà S1S2 � ïîëÿðà P .

b)×òî åñòü ïîëÿðà òî÷êè, ëåæàùåé íà C?

c)Êàê (ãåîìåòðè÷åñêè) ñòðîèòñÿ ïîëÿðà ïðÿìîé?
Çàäà÷à 9. a)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê P 6= Q ∈ P(V ) âåðíî (PQ)× = P× ∩Q×, è
äëÿ ëþáûõ ïðÿìûõ l,m ⊂ P(V ) âåðíî l×m× = (l ∩m)×.

b)Ñôîðìóëèðóéòå ëþáîå èç óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùåãî ïóíêòà â òåðìèíàõ êðèâîé C è
êàñàòåëüíûõ, íå ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì ïîëÿðû.


