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Ëèñòîê 4.

Ðÿä è ïðîèçâåäåíèå.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü |q| < 1. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü è íàéòè ñóììû:

(a)
∑∞

n=0 q
n, (b)

∑∞
n=0 nq

n, (c)
∑∞

n=1
1

n(n+1)
, (d)

∑∞
n=1

1
n(n+1)(n+2)

.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü fn � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ò. å. f1 = 1, f2 = 1 è fn+2 = fn + fn+1.

Íàéäèòå ñóììó ðÿäà
∑∞

n=1
fn
10n

.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 an ñ ïîëîæèòåëüíûìè an äî-

ñòàòî÷íî õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(Ïðèçíàê Äàëàìáåðà) limn→∞
an+1

an
< 1,

(Ïðèçíàê Êîøè) limn→∞ n
√
an < 1.

Ïîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ïðèçíàêîâ, åñëè ïðåäåëû áîëüøå 1, òî ðÿä ðàñ-

õîäèòñÿ, à åñëè ðàâíû 1, òî íè÷åãî ïðî ñõîäèìîñòü óòâåðæäàòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an óáûâàåò ê íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿäû∑∞
n=1 an è

∑∞
n=1 2

na2n ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü

ðÿäà
∑∞

n=1
1
np . (Óêàçàíèå: a2n + . . .+ a2n+1−1 ≤ 2na2n .)

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè an, bn > 0 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé îòëè÷íûé îò íóëÿ

ïðåäåë limn→∞
an
bn
, òî ðÿäû

∑∞
n=1 an è

∑∞
n=1 bn ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Çàäà÷à 6. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ìîíîòîííî óáûâàåò ê

íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1(−1)nan ñõîäèòñÿ. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå îòäåëüíî

÷àñòè÷íûå ñóììû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè.)

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè
∑∞

n=1 |an| ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 an,

íî îáðàòíîå íå âåðíî.

Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 |an|, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïóñòü Bn = b1 + b2 + . . . + bn. Ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì

Àáåëÿ:
∑n

k=m ambm = anBn − amBm−1 +
∑n−1

k=m(ak − ak+1)Bk.

Çàäà÷à 8. Îáîñíóéòå ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå ïðèçíàê Äèðèõëå. Ïóñòü an ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è

ñóììû
∑N

n=1 bn îãðàíè÷åííû. Òîãäà ðÿä
∑∞

n=1 anbn ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå ïðèçíàê Àáåëÿ. Ïóñòü an ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü è ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä
∑∞

n=1 anbn ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 11. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü (àáñîëþòíóþ òîæå) ðÿäà
∑∞

n=1
sinnx
np .

Çàäà÷à 12∗. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1
cos

√
n

n
. (Óêàçàíèå: îöåíèòå ÷àñòè÷-

íóþ ñóììó
∑N

n=1 cos
√
n.)
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Çàäà÷à 13. (Òåîðåìà Ðèìàíà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, íî ðÿä∑∞
n=1 |an| ðàñõîäèòñÿ (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî). Äîêàæè-

òå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ ÷ëåíû ðÿäà ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ ñóììó.

Âîçìîæíî ëè òàêîå â ñëó÷àå, êîãäà ðÿä èç ìîäóëåé ñõîäèòñÿ?

Çàäà÷à 14. Ïóñòü ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî

(a) ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 a
2
n, (b) ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 a

3
n?

Çàäà÷à 15. Ïóñòü ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ è an > 0. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ

íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn, ÷òî limn→∞ cn = +∞ è ðÿä
∑∞

n=1 ancn ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü an > 0. Ïðåäåë
∞∏
n=1

an = lim
N→∞

N∏
n=1

an

íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íó-

ëÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèç-

âåäåíèå ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü è íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ:

(a)
∏∞

n=2
n3−1
n3+1

, (b)
∏∞

n=1(1 + x2n), (c)
∏∞

n=1 cos(
x
2n
).

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1 an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 ln an.

Çàäà÷à 18. Ïóñòü |x| < 1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà ex ≤ x+1 è lnx ≤ x−1 äîêàæèòå,

÷òî (i) 0 ≤ ex − 1− x ≤ x2, (ii) 0 ≤ x− ln(1 + x) ≤ x2. Âûâåäèòå èç ýòèõ îöåíîê

ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

(a) e
1
n = 1 + 1

n
+ γn

n2 , (b) ln(1 + 1
n
) = 1

n
+ γn

n2 , (c) (1 + 1
n
)p = 1 + p

n
+ γn

n2 ,

ãäå γn � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàäà÷à 19. Ïóñòü an = 1+αn. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 | ln(1 +αn)| ñõîäèòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

n=1 |αn|. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü
∏∞

n=1(1 +
1
np ).

Çàäà÷à 20. Ïóñòü bn > 0 è bn
bn+1

= 1+ βn ïðè÷åì ðÿä
∑∞

n=1 |βn| ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limn→∞ bn.

Çàäà÷à 21. Ïóñòü an > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî an
an+1

= 1+ p
n
+αn è

∑∞
n=1 |αn| ñõîäèòñÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî an ∼ a
np äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà a.

Çàäà÷à 22. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1
p(p+1)···(p+n−1)

n!nq .

Çàäà÷à 23. Ïóñòü pn � çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïðîñòûå ÷èñëà. Äî-

êàæèòå, ÷òî
∞∏
n=1

(
1− 1

psn

)−1

=
∞∑
n=1

1

ns
,

ãäå s > 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1
1
pn

ðàñõîäèòñÿ.


