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Ëèñòîê 3.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òîëüêî îïðåäåëåíèå.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) lim
n→∞

an = a;

(b) âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæàòñÿ âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà;

(c) âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæàòñÿ âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an
êðîìå áûòü ìîæåò êîíå÷íîãî ÷èñëà.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñõîäèòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âñÿêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè an ñõîäèòñÿ, òî è ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an òîæå ñõîäèòñÿ?
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî
a) lim

n→∞
1
n
= 0; b) lim

n→∞
qn = 0, ïðè |q| < 1; c) lim

n→∞

√
n+ 3−

√
n+ 1 = 0 d) lim

n→∞
n
√
q = 1.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ó ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåò ïðåäåëà:
a) an = 1 + (−1)n; b) an = sin πn

3
; c) an = n(−1)n ; d) an = cosn.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü limn→∞ an = a. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= a.

Âåðíî ëè îáðàòíîå?
Çàäà÷à 6. Ïóñòü çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (pnk) ñ pnk = 0 ïðè k > n,

÷òî pnk ≥ 0, pn1+pn2+ . . .+pnn = 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû èç ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëà limn→∞ an = a âûòåêàëî

lim
n→∞

(pn1a1 + pn2a2 + . . .+ pnnan) = a,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k

lim
n→∞

pnk = 0.

Åñëè âçÿòü pnk = 1/n ïðè k ≤ n è pnk = 0 ïðè k > n, òî ïîëó÷èì çàäà÷ó 5.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü an > 0 è limn→∞ an = a. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

n
√
a1 · a2 · · · an = a.

Âåðíî ëè îáðàòíîå?
Çàäà÷à 8. (Òåîðåìà Øòîëüöà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî an âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì limn→∞ an = +∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn èç ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limn→∞

bn+1−bn
an+1−an

= A ñëåäóåò ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðåäåëà limn→∞
bn
an

= A. (Óêàçàíèå: äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðè A = 0.)
Çàäà÷à 9. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) limn→∞
1+ 1

2
+ 1

3
+...+ 1

n

lnn
= 1,

(b) limn→∞
1k+2k+...+nk

nk+1 = 1
k+1

,

(c) limn→∞
1k+2k+...+nk

nk − n
k+1

= 1
2
.

Ìîíîòîííîñòü.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.
Ìîæíî ëè â ýòîì óòâåðæäåíèè îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷åííîñòè èëè ìîíîòîííîñòè?
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî a) lim

n→∞
nk

qn
= 0 ïðè q > 1; b) lim

n→∞
qn

n!
= 0;

è âûâåäèòå èç a) è b) ðàâåíñòâà: c) lim
n→∞

lnn
nδ = 0 ïðè δ > 0; d) lim

n→∞
n
√
n = 1;

1



2

Çàäà÷à 12. Ïóñòü xn+1 =
3
√
6 + xn, x1 =

3
√
6. Äîêàæèòå, ÷òî limn→∞ xn = 2.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü p > 1 è xn+1 = p
√
1 + xn, x1 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü xn ñõîäèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ xp − x− 1 = 0.
Çàäà÷à 14. Ïóñòü a > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
,

ñõîäèòñÿ ê
√
a. Îöåíèòå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à 15. ×òî âûãîäíåå (è âî ñêîëüêî ðàç), êîãäà áàíê íà÷èñëÿåò 100% â êîíöå
ãîäà èëè êîãäà áàíê íà÷èñëÿåò 10% äåñÿòü ðàç â ãîä? Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (1+ 1

n
)n è yn = (1+ 1

n
)n+1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limn→∞(1 + 1
n
)n. Ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ÷èñëîì e.

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n íàéäåòñÿ ÷èñëî θn ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

e = 1 +
1

2!
+ . . .+

1

n!
+

θn
n!n

.

Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî e èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå (íå èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 9 (à)), ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
âîçðàñòàåò ê +∞. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = 1 + 1

4
+ 1

9
+ . . .+ 1

n2 îãðà-
íè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ.
Ïîëîæèì

yn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− ln(n+ 1), zn = 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
− lnn

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) yn íå óáûâàåò, à zn íå âîçðàñòàåò; (b) zn − yn ≤ 1/n;

(c) ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî 1 + 1
2
+ 1

3
+ . . . + 1

n
= lnn + C + εn, ãäå

limn→∞ εn = 0.

(d) äîêàæèòå (äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ïóíêòàìè (a)�(c)), ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî C
òàêîå, ÷òî

1 +
1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
= 2

√
n+ 1 + C + εn,

ãäå limn→∞ εn = 0.
Çàäà÷à 19. Êîëîäó èãðàëüíûõ êàðò (äëèíà êàæäîé ðàâíà 10 ñì) êëàäóò íà êðàé

ñòîëà è ñäâèãàþò îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà òàê, ÷òîáû îáðàçîâàëñÿ âûñòóï âîçìîæíî
áîëüøåé äëèíû. Êðàÿ êàðò äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû êðàþ ñòîëà. Íàéäèòå äëèíó
íàèáîëüøåãî âûñòóïà, åñëè â êîëîäå n êàðò.
Çàäà÷à 20. Âû äåðæèòå îäèí êîíåö ðåçèíîâîãî øíóðà äëèíîé 1 êì. Îò âòîðîãî

åãî êîíöà, êîòîðûé çàêðåïëåí, ê âàì ñî ñêîðîñòüþ 1 ñì/ñ ïîëçåò æóê. Êàæäûé ðàç,
êàê òîëüêî îí ïðîïîëçàåò 1 ñì, âû óäëèíÿåòå ðåçèíêó íà 1 êì. Äîïîëçåò ëè æóê äî
âàøåé ðóêè? Åñëè äà, òî îöåíèòå ñêîëüêî åìó ïîòðåáóåòñÿ âðåìåíè?
Êðèòåðèé Êîøè.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ó ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

(a) xn = cos 1
1·3 + cos 2

3·5 + . . .+ cosn
(2n−1)·(2n+1)

;

(b) xn = cos 1−cos 2
2

+ cos 2−cos 3
3

+ . . .+ cos(n−1)−cosn
n+1

.
Çàäà÷à 22. Âûâåäèòå èç êðèòåðèÿ Êîøè ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
Çàäà÷à 23∗. Îáúÿñíèòå ïî÷åìó êðèòåðèé Êîøè íå ýêâèâàëåíòåí àêñèîìå ïîëíîòû.

(Óêàçàíèå: ïðîáëåìà ñ àêñèîìîé Àðõèìåäà).


