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Ëèñòîê 2.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

Àêñèîìà ïîëíîòû: ëþáûå äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò ëåâåå
äðóãîãî íà ÷èñëîâîé îñè, ìîæíî ðàçäåëèòü òî÷êîé.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé àêñèîìà

ïîëíîòû âûïîëíÿåòñÿ.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå

√
5.

Çàäà÷à 3. Èñïîëüçóÿ Àêñèîìó Àðõèìåäà, äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì íåïóñòîì èí-
òåðâàëå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 4. Çàÿö ïðûãàåò ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðûæêàìè îäèíà-

êîâîé äëèíû, ïðè÷åì íèêîãäà íå ïîïàäàåò â ñâîé ñëåä. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò óçêèé
ðó÷ååê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî çàÿö íàñòóïèò ëàïîé â ðó÷åé.
Çàäà÷à 5. Òî÷êè ïëîñêîñòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè îêðóæåíû êðóæêàìè

ðàäèóñà 10−2014. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ïåðåñåêàåò åùå a) õîòÿ áû îäèí êðóæîê, b) áåñêîíå÷íî ìíîãî êðóæêîâ.
Çàäà÷à 6. Ìîæåò ëè ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ èìåòü îäíîâðåìåííî

ïåðèîä 1 è
√
2? À "õîðîøàÿ"íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ? Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ

λ ôóíêöèÿ sin(πx) + sin(λπx) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
Çàäà÷à 7. (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α õî-

ðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè äëÿ âñÿêèõ n,N ∈ N íàéäåòñÿ
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî p/q òàêîå, ÷òî |α − p/q| < 1/(Nqn). Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêî-
ãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α. Äîêàæèòå, ÷òî õîðîøî ïðèáëèæàåìîå èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî íå ìîæåò áûòü êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.
å. ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì ÷èñëîì.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Çàäà÷à 8. Îáúÿñíèòå ÷åì ïëîõè ¾÷èñëà¿ âèäà a+be, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì e2 = 1?
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî íà C íåëüçÿ îïðåäåëèòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ñîãëàñîâàí-

íûé ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Çàäà÷à 10. Âû÷èñëèòå ñóììó 3 sin x+ 32 sin 2x+ . . . 3n sinnx.
Çàäà÷à 11. Íàéäèòå ôóíêöèþ f : C 7→ C, êîòîðàÿ çàäàåò ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà

óãîë π/6 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 1).
Çàäà÷à 12. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà:

a) |z − a| ≤ 1, b) |z − a|+ |z − b| ≥ 1, c)
∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣ = 1.

Çàäà÷à 13. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè êðèâûå:

a) |z| = e−Argz, b) |z| = sin(3Argz), c)Argz = e1/|z|.

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå z 7→ 1/z ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî âñåõ îêðóæ-
íîñòåé è ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè â ñåáÿ.
Çàäà÷à 15. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî n

√
1. Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì

äîêàçàòåëüñòâå

1 =
√

(−1)2 =
√
−1

√
−1 = i2 = −1.

Êâàòåðíèîíû

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé q = a + bi + cj + dk, ãäå a, b, c, d
� âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê è äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë (ò. å. ðàñêðûâàåì ñêîáêè êàê ïðè ñëîæåíèè èëè óìíîæåíèè îáû÷íûõ
¾øêîëüíûõ¿ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé) ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ

i2 = j2 = k2 = −1 è ijk = −1.
1



2

Òàêèå ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ q íàçûâàþòñÿ êâàòåðíèîíàìè (îò êàêîãî ñëîâà ïðî-
èçîøëî ýòî íàçâàíèå?).
Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ àññîöèàòèâíî, äèñòðèáóòèâíî,

íî íå êîììóòàòèâíî. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ñ äâóìÿ ìíèìûìè åäèíèöàìè i è j ââåñòè
àññîöèàòèâíîå è äèñòðèáóòèâíîå óìíîæåíèå íå ïîëó÷èòñÿ, ò. å. íåëüçÿ îïðåäåëèòü
óìíîæåíèå (ñëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê è ðàíüøå) ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé a+bi+cj
ñ óñëîâèÿìè i2 = j2 = −1.

Ïóñòü q = a+ bi+ cj + dk. Ïîëîæèì q̄ = a− bi− cj − dk.

Çàäà÷à 17. Ïðîâåðüòå, ÷òî

(a) qq̄ = q̄q = |q|2 := a2 + b2 + c2 + d2,

(b) q1 + q2 = q̄1 + q̄2 è q1q2 = q̄2q̄1,

(ñ) |q1q2| = |q1||q2| (åñëè âîçâåñòè ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò è âûðàçèòü ÷åðåç a, b, c, d,
òî ïîëó÷èòñÿ èçâåñòíîå ¾òîæäåñòâî äëÿ ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ¿),
Çàäà÷à 18. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ xq = 1 è qx = 1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî |q| ̸= 0.

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå i, j, k êàê áàçèñíûå âåêòîðà (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1) â R3

ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ R3 ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + x3y3 = |x||y| cosφ,
ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð [x, y]
ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì x, y, îáðàçóþùèé âìåñòå ñ ýòèìè âåêòîðàìè ïðàâèëü-
íóþ òðîéêó è èìåþùèé äëèíó |x||y| sinφ. Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè

[x, y] = (x1y3 − y1x3)i+ (y3x2 − y2x3)j + (y2x1 − y1x2)k.

Çàäà÷à 19. Ïóñòü q1 = x1i+ x2j + x3k è q2 = y1i+ y2j + y3k. Äîêàæèòå, ÷òî

q1q2 = −⟨q1, q2⟩+ [q1, q2].

Ïóñòü q = a+q′, ãäå q′ = x1i+x2j+x3k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |q| = 1. Òîãäà a2+|q′|2 = 1
è, ñëåäîâàòåëüíî, a = cosφ è |q′| = sinφ. Òàêèì îáðàçîì, q = cosφ+p sinφ, ãäå |p| = 1.

Çàäà÷à 20. Ïóñòü âåêòîð v = v1i + v2j + v3k ïåðïåíäèêóëÿðåí p. Äîêàæèòå, ÷òî
âåêòîð qv ïîëó÷àåòñÿ èç v ïîâîðîòîì íà óãîë φ âîêðóã îñè p.
Çàäà÷à 21. Ïóñòü âåêòîð v ïðîïîðöèîíàëåí p. Äîêàæèòå, ÷òî qvq̄ = v.
Çàäà÷à 22. Ïóñòü v = v1i+ v2j + v3k � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç R3. Äîêàæèòå, ÷òî

âåêòîð qvq̄ ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà v ïîâîðîòîì íà óãîë 2φ âîêðóã îñè p. (Ñðàâíèòå
ýòî óòâåðæäåíèå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.)
Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå, ÷òî â R3 êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîâîðîòîâ ñ îäíèì öåíòðîì ÿâëÿ-

åòñÿ ïîâîðîòîì. Îáúÿñíèòå êàê íàéòè îñü è óãîë ýòîãî ïîâîðîòà, åñëè èçâåñòíû îñè
è óãëû ïîâîðîòîâ, êîìïîçèöèåé êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ.


