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Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì, åñëè îí ïîðîæä¼í êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ m1, . . . ,mn.
Çàäà÷à 1. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü M êîíå÷íî ïîðîæä¼í ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ñþðúåêöèÿ
An →M .
Ïóñòü 0→M ′ →M →M ′′ → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé.

b)Åñëè M ′ è M ′′ êîíå÷íî ïîðîæäåíû, òî è M êîíå÷íî ïîðîæä¼í.

c) Åñëè M êîíå÷íî ïîðîæä¼í, îáÿçàòåëüíî ëè M ′ è M ′′ êîíå÷íî ïîðîæäåíû?

d)Ìîäóëè M è N êîíå÷íî ïîðîæäåíû ⇐⇒ M ⊕N êîíå÷íî ïîðîæä¼í.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü f : M → An � ñþðúåêöèÿ è M êîíå÷íî ïîðîæä¼í. Ïîêàæèòå, ÷òî ker f
êîíå÷íî ïîðîæä¼í.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü èìååòñÿ èçîìîðôèçì A-ìîäóëåé An ∼= Am. Ïîêàæèòå, ÷òî n = m.
Çàäà÷à 4 (ëåììà Íàêàÿìû). Ïóñòü A � ëîêàëüíîå êîëüöî ñ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì m.
a)Ïóñòü ìîäóëü M íàä A êîíå÷íî ïîðîæä¼í è mM = M . Ïîêàæèòå, ÷òî M = 0.
Ïîäñêàçêà: âûáåðèòå ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ M ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ è óìåíüøèòå åãî.

b)Ïóñòü m1, . . . ,mn ∈M � ýëåìåíòû êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî A-ìîäóëÿ M è èõ îáðàçû [mi]
ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî M/mM íàä ïîëåì A/m. Òîãäà mi ïîðîæäàþò M .

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëü P ïðîåêòèâíûé, åñëè ôóíêòîð Hom(P,−) òî÷íûé. Èëè èíà÷å,
åñëè äëÿ ëþáîãî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà M → M ′′ èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
Hom(P,M)→ Hom(P,M ′′) ñþðúåêòèâíî.
Çàäà÷à 5. a)Ñâîáîäíûå ìîäóëè ïðîåêòèâíû.

b)Ìîäóëü M ⊕M ′ ïðîåêòèâåí ⇐⇒ M è M ′ ïðîåêòèâíû.

c) Åñëè P ïðîåêòèâåí è f : M → P ñþðúåêòèâåí, òî M ∼= P ⊕ ker f .

d)Ìîäóëü ïðîåêòèâåí ⇐⇒ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â ñâîáîäíîì ìîäóëå.

Çàäà÷à 6. a)Ïîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü íàä ëîêàëüíûì
êîëüöîì ñâîáîäåí.
Ïîäñêàçêà: âîçüìèòå m1, . . . ,mn ∈ M , îáðàçû êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ M/mM íàä ïîëåì A/m, è ïîêàæèòå, ÷òî çàäàííîå

èìè îòîáðàæåíèå An →M � èçîìîðôèçì.

b)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîåêòèâíîãî íåñâîáîäíîãî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî ìîäóëÿ (íå íàä
ëîêàëüíûì êîëüöîì).
Ìîäóëü M íàä êîëüöîì A íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè ôóíêòîð M ⊗A − òî÷íûé.
Çàäà÷à 7. a)Ìîäóëü M ⊕M ′ ïëîñêèé ⇐⇒ M è M ′ ïëîñêèå.

b)Êîëüöî S−1A � ïëîñêèé A-ìîäóëü äëÿ ëþáîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû S.

c)Ëþáîé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ïëîñêèé.
Çàäà÷à 8. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî áûòü ïëîñêèì ëîêàëüíî, ò.å.M ïëîñêèé íàä A ⇐⇒
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ p ⊂ A ìîäóëü Mp ïëîñêèé íàä Ap ⇐⇒ äëÿ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ
èäåàëîâ m ⊂ A ìîäóëü Mm ïëîñêèé íàä Am.

b)Ëîêàëüíî ëè ñâîéñòâî ¾áûòü ïðîåêòèâíûì¿?


