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Êîíå÷íûå ïîëÿ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü k � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Äîêàæèòå, ÷òî k ñîñòîèò èç pn

ýëåìåíòîâ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
Çàäà÷à 2. a)Ïóñòü k � êîíå÷íîå ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x
ïîëÿ k óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ xp

n − x = 0.
Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fpn ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xp

n − x = 0 â K.

b)Äîêàæèòå, ÷òî Fpn ñîäåðæèò ðîâíî pn ýëåìåíòîâ.

c)Äîêàæèòå, ÷òî Fpn � ïîäïîëå â K.

d∗)Äîêàæèòå, ÷òî Fpn íå çàâèñèò îò K è ÷òî ëþáîå ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ èçîìîðôíî Fpn .
Çàäà÷à 3∗. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F∗pn êîíå÷íîãî ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü k = Fpn � ïîëå. a)Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò â k êîðíåé ñòåïåíè m èç 1?

b)Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò â k êîðíåé ñòåïåíè m èç a ∈ k?

c) , d)Òå æå âîïðîñû äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k õàðàêòåðèñòèêè p.
Çàäà÷à 5. a)Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì xn − 1 íà xm − 1 â Q[x].

b) Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì xp
n − x íà xp

m − x â Fp[x].

c)Ïðè êàêèõ n è m ïîëå Fpn ñîäåðæèò Fpm? d)Íàéäèòå Fpn ∩ Fpm .
Çàäà÷à 6∗. Ïóñòü f(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä Fp, à K � àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. a)Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè f ëåæàò â Fpn .

b)Äîêàæèòå, ÷òî f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

c)Îáðàòíî, åñëè x ∈ Fpn , òî x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íàä Fp ñòåïå-
íè d, ãäå d|n.
Çàäà÷à 7∗. a)Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

xp
n − x =

∏
d|n

∏
deg f=d

f(x),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì íåïðèâîäèìûì íàä Fp ìíîãî÷ëåíàì ñî ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì 1.
Ïóñòü ψ(n) � ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ íàä Fp ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöè-
åíòîì 1.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî pn =
∑

d|n dψ(d).

c)Îáðàùàÿ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ψ(n).

d)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n íàä Fp.

Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ: k → k îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà:
x 7→ xp.
Çàäà÷à 8. a)Ïîêàæèòå, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîëåé.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî èëè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ Φ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì.

c)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëÿ, äëÿ êîòîðîãî ãîìîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà íå îáðàòèì.

d)Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñî÷åòàíèé Ck
pn äåëèòñÿ íà p ïðè 0 < k < pn.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü k = Fpn � ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ.

a)Íàéäèòå ïîðÿäîê Φ â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ k.

b)Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû k èìåþò âèä Φi.


