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Êîëüöà è èäåàëû

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå äåëèòåëè íóëÿ â Z/mZ.
Çàäà÷à 2 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïóñòü m è n � âçàèìíîå ïðîñòûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöà Z/mZ× Z/nZ è Z/mnZ èçîìîðôíû.
Ïîäñêàçêà: ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå â êàêóþ-íèáóäü èç ñòîðîí è ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì

êîëåö.

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå âñå èçîìîðôèçìû êîëåö a)Z/nZ è b∗)R íà ñåáÿ.
Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî åñòü ïîëå ⇔ âñå åãî èäåàëû òðèâèàëüíû.

Èäåàëîì êîëüöà A, ïîðîæäåííûì ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ T ⊂ A, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé
ïî âëîæåíèþ èäåàë â A, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû T .
Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ T ⊂ A, ñóùåñòâóåò
è ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ñóìì

∑
i aiti, ãäå ai ∈ A, Ti ∈ T .

Çàäà÷à 6. Ïóñòü e ∈ A � èäåìïîòåíò, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òî e2 = e.

a)Èäåàë (e) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ èç A.

b)Êîëüöî A èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êîëåö (e) è (1− e).
Çàäà÷à 7. Îïèøèòå ïðîñòûå è ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â Z/mZ.
Çàäà÷à 8. Ëþáîé èäåàë â A×B èìååò âèä I × J , ãäå I ⊂ A è J ⊂ B � èäåàëû.
Çàäà÷à 9. Ëþáîé ïðîñòîé èäåàë â A×B èìååò âèä p×B èëè A× q, ãäå p ⊂ A è q ⊂ B �
ïðîñòûå èäåàëû.
Çàäà÷à 10. Íàéòè ôàêòîðêîëüöî C[x]/I, ãäå
a) I = {f | f(2) = 0};
b) I = {f | f(2) = f(3) = f(−2) = 0}.
Çàäà÷à 11. a)Íèëüðàäèêàë Z/mZ òðèâèàëåí ⇔ m ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ.

b)Íàéäèòå íèëüðàäèêàë Z/mZ â îáùåì ñëó÷àå.
Çàäà÷à 12. Åñëè n � íèëüïîòåíò, òî 1 + n � îáðàòèìûé ýëåìåíò.


