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Ìîäóëè íàä êîëüöîì

Åñëè â îïðåäåëåíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà çàìåíèòü ïîëå íà ïðîèçâîëüíîå êîëüöî,
ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîäóëåì íàä êîëüöîì A (èëè A-ìîäóëåì) íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïàM
âìåñòå ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ A×M →M , óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì:

1. (a+ b) ·m = a ·m+ b ·m;

2. a · (m1 +m2) = a ·m1 + a ·m2;

3. a · (b ·m) = ab ·m;

4. 1 ·m = m.

Åñëè A � ïîëå, òî ìîäóëè îáû÷íî íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå â ëþáîì ìîäóëå åñòü áàçèñ è ìîäóëü çàäà¼òñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êî-
ëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ (ìîùíîñòüþ) ýòîãî áàçèñà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîëåö, îäíàêî, âñ¼
íàìíîãî ñëîæíåå.

Äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ 0 · m = 0 è äëÿ îáðàçà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â êîëüöå A èìååì
n ·m = m+ . . .+m (n ñëàãàåìûõ). Ïîýòîìó Z-ìîäóëü � òî æå, ÷òî è ïðîñòî àáåëåâà ãðóïïà,
ïðîèçâîëà â âûáîðå óìíîæåíèÿ íåò.
Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî Z/mZ-ìîäóëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò àáåëåâûì
ãðóïïàì M , äëÿ êîòîðûõ m ·M = 0.

Ïðèìåð 2. 1. A è 0 � A-ìîäóëè.

2. Ëþáîé èäåàë â A � ìîäóëü íàä A.

3. Åñëè I ⊂ A � èäåàë, òî A/I � A-ìîäóëü ñ óìíîæåíèåì a · [b] = [ab].

4. Ìîäóëü íàä Z[x] � òî æå, ÷òî è àáåëåâà ãðóïïà M ñ ãîìîìîðôèçìîì x : M →M .

5. C[x1, x2, x3]-ìîäóëü � òî æå, ÷òî è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C ñ òðåìÿ êîììóòè-
ðóþùèìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ M íàçûàåòñÿ òàêàÿ åãî ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ
M ′ ⊂M , ÷òî a ·M ′ ⊂M ′ äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Î÷åâèäíî, ïîäìîäóëè â A-ìîäóëå A � òî æå, ÷òî è èäåàëû.
Òàê æå, êàê è èäåàëû, ïîäìîäóëè ìîæíî ïîðîæäàòü ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü X ⊂ M � ïîäìíîæåñòâî â ìîäóëå. Ïîäìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé

ìíîæåñòâîì X, ìîæíî îïðåäåëèòü òðåìÿ ðàâíîñèëüíûìè ñïîñîáàìè:

1. êàê íàèìåíüøèé ïî âëîæåíèþ ïîäìîäóëü M , ñîäåðæàùèé X.

2. êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäìîäóëåé M , ñîäåðæàùèõ X.

3. êàê ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñóìì âèäà
∑
axx, ax ∈ A.

Ïîäìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ m1, . . . ,mn, îáîçíà÷àþò 〈m1, . . . ,mn〉.
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Îïðåäåëåíèå 5. Ìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé îäíèì ýëåìåíòîì, íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Ìî-
äóëü, íå èìåþùèé íåòðèâèàëüíûõ ïîäìîäóëåé, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî a)A-ìîäóëü öèêëè÷åñêèé ⇐⇒ èìååò âèä A/I, ãäå I � èäåàë;
b)A-ìîäóëü ïðîñòîé ⇐⇒ èìååò âèä A/I, ãäå I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë.

Îïðåäåëåíèå 6. Îòîáðàæåíèå A-ìîäóëåé f : M → N íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè
f(m1+m2) = f(m1)+f(m2) ïðè âñåõ m1,m2 ∈M è f(am) = af(m) ïðè âñåõ a ∈ A,m ∈M .
Ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ãîìîìîð-
ôèçì. Ìîäóëè íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì. Ìíî-
æåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ èç M â N íàä A îáîçíà÷àåòñÿ HomA(M,N).

Ïðèìåð 7. Ïóñòü â êîëüöå A íåò äåëèòåëåé íóëÿ. Òîãäà ëþáîé ãëàâíûé èäåàë èçîìîð-
ôåí A êàê ìîäóëü. Èçîìîðôèçì A → (a) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé x 7→ xa. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçíûå èäåàëû (ñ íåèçîìîðôíûìè ôàêòîðêîëüöàìè) îêàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè êàê ìî-
äóëè.

Çàäà÷à 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà A è èäåàëîâ I1, I2 òàêèõ, ÷òî êîëüöà A/I1 è A/I2
èçîìîðôíû, à A-ìîäóëè A/I1 è A/I2 íå èçîìîðôíû.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî a)HomA(A/I,A/I) ∼= A/I; b)HomA(A/I,A/J) ∼= A/J ïðè I ⊂
J ; c)HomA(A/I,M) ∼= {m ∈M | I ·m = 0}.

Çàìå÷àíèå 8. Ìíîæåñòâî HomA(M,N) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ A-ìîäóëåì: äëÿ
f, g ∈ HomA(M,N) è a ∈ A ïîëîæèì (f + g)(m) = f(m) + g(m) è (af)(m) = a · f(m).
Èçîìîðôèçìû èç çàäà÷è 4 ïðàâèëüíî ïîíèìàòü èìåííî êàê èçîìîðôèçìû ìîäóëåé, à íå
ïðîñòî ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïðÿìîé ñóììîé A-ìîäóëåé M è N íàçûâàåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ìíîæåñòâ M × N , ñíàáæ¼ííîå ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
ýëåìåíòû A. Òàêæå îíî íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì. Îáîçíà÷åíèå: M ⊕N,M ×N .

Çàìå÷àíèå 10. Çàìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå áèåêöèè

Hom(T,M ×N) = Hom(T,M)×Hom(T,N), Hom(M ⊕N, T ) = Hom(M,T )×Hom(N, T )

äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ T . Äåéñòâèòåëüíî, çàäàòü ãîìîìîðôèçì èç T âî ìíîæåñòâî ïàð �
âñ¼ ðàâíî, ÷òî çàäàòü ïî ãîìîìîðôèçìó â M è â N . À çàäàòü ãîìîìîðôèçì èç M ⊕N â T
� âñ¼ ðàâíî, ÷òî çàäàòü åãî íà ïîäìíîæåñòâàõ M ⊕ 0 è 0⊕N ⊂M ⊕N .

Ýòè ñâîéñòâà îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþò ïðÿìóþ ñóììó è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, â òîì
÷èñëå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìîäóëåé.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà A-ìîäóëåé Mi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

∏
iMi c ïîêîìïîíåíòûìè îïåðàöèÿìè. Ïðÿìîé ñóììîé ñåìåéñòâà A-ìîäóëåé

Mi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ⊕iMi ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ
íàáîðîâ.

Çàìå÷àíèå 12. Èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå áèåêöèè

Hom(T,
∏

Mi) =
∏

Hom(T,Mi), Hom(⊕Mi, T ) =
∏

Hom(Mi, T )

äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ T .
Ïîëåçíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çàìåíà ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìîäóëåé äðóã íà äðóãà

â ýòèõ ñâîéñòâàõ ïðèâîäèò ê èõ íàðóøåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå 13. Ñâîáîäíûì ìîäóëåì íàä A íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé,
èçîìîðôíûõ A. Åñëè ýòà ñóììà êîíå÷íà, òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñâîáîä-
íîãî ìîäóëÿ.

Ïðèìåð 14. Ìîäóëü Z/mZ íàä Z, î÷åâèäíî, íå ñâîáîäíûé: â í¼ì åñòü äåëèòåëè íóëÿ, à
â ñâîáîäíîì ìîäóëå èõ íåò. Ïðèâåä¼ì òàêæå ïðèìåð íåñâîáîäíîãî ìîäóëÿ áåç äåëèòåëåé
íóëÿ. Ýòî èäåàë (x, y) â C[x, y]. Îí íå ìîæåò áûòü ïîðîæä¼í îäíèì ìíîãî÷ëåíîì, òàê
êàê x è y íå èìåþò îáùèõ íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ëþáûå äâà
ìíîãî÷ëåíà èç (x, y) åñòü ñîîòíîøåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[x, y],
ïîýòîìó èäåàë (x, y) íå ìîæåò áûòü ñâîáîäíûì ìîäóëåì ðàíãà áîëåå îäíîãî.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñóììîé äâóõ ïîäìîäóëåéM1,M2 ⊂M íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïîäìî-
äóëü M , ñîäåðæàùèé M1 è M2. Ýòî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì m1+m2, ãäå mi ∈Mi.

Òàêæå ïîäìîäóëè ôèêñèðîâàííîãî ìîäóëÿ ìîæíî ïåðåñåêàòü � î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åíèå
ñíîâà áóäåò ïîäìîäóëåì.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü M1,M2 ⊂M � ïîäìîäóëè. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì M1 ⊕M2 →M ,
çàäàííûé ôîðìóëîé (m1,m2) 7→ m1 + m2, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ⇐⇒ M1 ∩M2 = 0,
M1 +M2 =M .

Åñëè ýòî òàê, ãîâîðÿò, ÷òî M ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñâîèõ ïîäìîäóëåé
M1 è M2.

Îïðåäåëåíèå 16. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà ìîäóëåé f : M → N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ker f = {m ∈M | f(m) = 0}.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà � ïîäìîäóëü â M . Òàêæå ïîäìîäóëåì â N
áóäåò îáðàç ãîìîìîðôèçìà, îáîçíà÷àåìûé im f . Êàê è â ñëó÷àå ãîìîìîðôèçìîâ êîëåö,
ãîìîìîðôèçì f èíúåêòèâíûé ⇐⇒ ker f = 0.

Îïðåäåëåíèå 17. ÏóñòüM ′ ⊂M � ïîäìîäóëü.Ôàêòîðìîäóëåì M ïîM ′ íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî M/M ′ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè M ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: m1 ≡ m2 ⇐⇒
m1 − m2 ∈ M ′. Íà M/M ′ ââîäÿòñÿ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïî ïðàâèëàì [m1] + [m2] =
[m1 + m2], a · [m] = [am]. Ýòî ïðåâðàùàåò M/M ′ â A-ìîäóëü. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
π : M →M/M ′ � ãîìîìîðôèçì, åãî ÿäðî � M ′.

Ïðåäëîæåíèå 18. ÅñëèM ′ ⊂M � ïîäìîäóëü, òî èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó ïîäìîäóëÿìè

â M , ñîäåðæàùèìè M ′, è ïîäìîäóëÿìè â M/M ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèåêöèÿ èç ïðàâîé ÷àñòè â ëåâóþ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé N 7→ π−1(N), ãäå
N ⊂M/M ′, M ′ ⊂ π−1(N) ⊂M .

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ôàêòîðìîäóëåé � ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 19. ÏóñòüM ′ ⊂M � ïîäìîäóëü, à f : M → N � ãîìîìîðôèçì òàêîé, ÷òî

f(M ′) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f ′ : M/M ′ → N , äëÿ êîòîðîãî
f = f ′π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ′ ñóùåñòâóåò, òî f(m) = f ′π(m) = f ′([m]) ïðè âñåõ m, è ýòî îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò f ′. Îáðàòíî, îïðåäåëèì f ′ ôîðìóëîé f ′([m]) = f(m). Ýòî êîððåêòíîå
îïðåäåëåíèå: åñëè êëàññû [m1] è [m2] ðàâíû, òî m1 −m2 ∈M ′ è ïîýòîìó f(m1)− f(m2) =
f(m1 −m2) = 0 ïî óñëîâèþ. ßñíî, ÷òî òàêîé f ′ áóäåò èñêîìûì ãîìîìîðôèçìîì.
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Ñëåäñòâèå 20 (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå). Åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé, òî

im f ∼= M/ ker f .

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå óäîáíî äîêàçûâàòü ñâîéñòâà, ïîäîáíûå ïðèâå-
ä¼ííûì íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü M1,M2 ⊂M � ïîäìîäóëè. Òîãäà

(M1 +M2)/M2
∼= M1/(M1 ∩M2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ

M1 →M1 +M2
π−→ (M1 +M2)/M2

(ïåðâàÿ ñòðåëêà îáîçíà÷àåò âëîæåíèå). Îíà ñþðúåêòèâíà, à å¼ ÿäðî � ïåðåñå÷åíèåM1∩M2.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ K ⊂ L ⊂M âåðíî M/L ∼= (M/K)/(L/K).

Îïðåäåëåíèå 22. Àííóëÿòîðîì ìîäóëÿM íàä A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ a ∈ A
òàêèõ, ÷òî a ·M = 0.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, àííóëÿòîð ìîäóëÿ � ýòî èäåàë.
Äëÿ ïîäìîäóëåé K,L ⊂M îáîçíà÷èì

(K : L) = {a ∈ A | a · L ⊂ K}.

Çàäà÷à 7. a)Ïîêàæèòå, ÷òî (K : L) � èäåàë; b)Íàéäèòå (K : L) äëÿ K = (k), L = (l) �
èäåàëîâ â Z.
Çàäà÷à 8.Ïðîâåðüòå, ÷òî a)Ann(M1+M2) = Ann(M1)∩Ann(M2); b)Ann((M1+M2)/M2) =
(M2 :M1).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî
ñ åäèíèöåé, M è N � ìîäóëè íàä A.

Îïðåäåëåíèå 23. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé A-ìîäóëü F ñ áàçèñîì em,n, ãäåm è n ïðîáåãàþò
âñå ýëåìåíòû M è N ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü

F ′ =

〈em1+m2,n − em1,n − em2,n

em,n1+n2 − em,n1 − em,n2

eam,n − aem,n
em,an − aem,n

〉
⊂ F,

ïîðîæä¼ííûé óêàçàííûìè âûðàæåíèÿìè, ãäå m1,m2 ∈ M,n1, n2 ∈ N, a ∈ A � âñåâîçìîæ-
íûå ýëåìåíòû. Îïðåäåëèì M ⊗A N êàê ôàêòîðìîäóëü F/F ′.

Îáðàç ýëåìåíòà em,n ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè F → M ⊗A N îáîçíà÷àåòñÿ m ⊗ n.
Ýëåìåíòû âèäàm⊗n ïîðîæäàþò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê ìîäóëü. Äëÿ íèõ âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n
m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2

(am)⊗ n = a ·m⊗ n
m⊗ (an) = a ·m⊗ n
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ 1

21.10.2013
Ëåêöèÿ 7

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê, ìîæíî ïîêàçàòü ñëåäóþùåå:

Ïðåäëîæåíèå 24. Åñëè ýëåìåíòû m1,m2, . . . ïîðîæäàþòM , à n1, n2, . . . ïîðîæäàþò N ,
òî ïðîèçâåäåíèÿ mi ⊗ nj ïîðîæäàþò M ⊗N .

Ñ äàííûì âûøå îïðåäåëåíèåì íèêîãäà íå ðàáîòàþò íàïðÿìóþ. Âìåñòî ýòîãî èñïîëü-
çóþò ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

Ïóñòü M,N,K � ìîäóëè íàä A. Îòîáðàæåíèå f : M ×N → K íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíûì,
åñëè ∀m ∈ M îòîáðàæåíèå f(m,−) : N → K � ãîìîìîðôèçì è ∀n ∈ N îòîáðàæåíèå
f(−, n) : M → K � ãîìîìîðôèçì.

Ïðèìåðû:

1. óìíîæåíèå A× A→ A;

2. îòîáðàæåíèå τ : M ×N →M ⊗A N , ïåðåâîäÿùåå ïàðó (m,n) â m⊗ n.

Ëþáîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 25. Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå τ : M × N → M ⊗ N ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûì, òî åñòü äëÿ ëþáîãî áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : M ×N → K ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåíåí ãîìîìîðôèçì f̃ : M ⊗N → K òàêîé, ÷òî f̃ τ = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f̃ ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåí. Äåéñòâèòåëüíî, f̃(m⊗n) = f̃ τ(m,n) =
f(m,n), à ýëåìåíòû m ⊗ n ïîðîæäàþò M ⊗ N . ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå, ðàñ-
ñìîòðèì ãîìîìîðôèçì f ′ : F → K, ïåðåâîäÿùèé em,n â f(m,n). Òàê êàê em,n îáðàçóþò
áàçèñ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ A, òàêîé ãîìîìîðôèçì ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî f ′ = 0 íà
âñåõ ýëåìåíòàõ, ïîðîæäàþùèõ ïîäìîäóëü F ′. Íàïðèìåð, f ′(em1+m2,n − em1,n − em2,n) =
f(m1 +m2, n)− f(m1, n)− f(m2, n) = 0 ïî áèëèíåéíîñòè f . Çíà÷èò, f ′ = 0 íà F ′ è ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 19 ãîìîìîðôèçì f ′ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ãîìîìîðôèçì f̃ : F/F ′ = M ⊗ N → K.

Èìååì f̃(m⊗ n) = f ′(em,n) = f(m,n), çíà÷èò f̃ èñêîìûé.
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