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Àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Ñåãîäíÿ ìû ðàññìîòðèì àôôèííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ñðàâíèì èõ ñî ñïåê-
òðàìè êîëåö ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà íèõ. Ýòî îñíîâíîé ïðèìåð, ìîòèâèðóþùèé èçó-
÷åíèå êîììóòàòèâíûõ êîëåö.

Ïóñòü k � íåêîòîðîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 1. Àôôèííûì n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì An
k íàä k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

íàáîðîâ (x1, . . . , xn) ýëåìåíòîâ k äëèíû n.
Àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An (èëè àôôèííûì àëãåá-

ðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé (âîçìîæíî, áåñêî-
íå÷íîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé fα(x1, . . . , xn) = 0, ãäå fα ∈ k[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåíû.

Êàê ìû ïîçæå óâèäèì, íà ñàìîì äåëå âñåãäà äîñòàòî÷íî êîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé �
îñòàëüíûå áóäóò èç íèõ ñëåäîâàòü. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæä¼ííûé âñåìè å¼ óðàâíåíèÿìè.

Ïðèìåð 2. 1. îêðóæíîñòü � çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2− 1 = 0 â âåùåñòâåííîé ïëîñ-
êîñòè A2

R;

2. ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ {(t2, t3, t4) | t ∈ C} ⊂ A3
C çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè x3 − y2 =

z − x2 = 0;

3. òî÷êà (a1, . . . , an) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè xi − ai = 0.

4. ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx � íå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî.

Ëåììà 3. Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ � àëãåáðàè÷åñêîå ïîä-

ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà V è W çàäàíû ñèñòåìàìè óðàâíå-
íèé fi = 0 è gj = 0. Òîãäà V ∩ W çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé fi = gj = 0, à V ∪ W � ñèñòåìîé
figj = 0 (âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ F : V → k íà àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå V ⊂ An
k íàçûâàåò-

ñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x1, . . . , xn] òàêîé, ÷òî F = f |V . Ðåãóëÿðíûå
ôóíêöèè íà àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå îáðàçóþò êîëüöî, îíî îáîçíà÷àåòñÿ k[V ].

Îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî ìîæíî çàäàâàòü ðàçíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé. Ðàññìîò-
ðèì ìàêñèìàëüíóþ èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 5. Èäåàëîì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ An
k íàçûâàåòñÿ

I(V ) = {f ∈ k[xi] | f |V = 0}

� ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî íà V .

Ïðèìåð 6. Âñÿêîé òî÷êå ā ∈ An ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûé èäåàë Iā = (x1−a1, . . . , xn−
an).

Î÷åâèäíî, èäåàë ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ. Òàêæå, åñëè äàíû
âëîæåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà U ⊂ V , òî ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà V , îáðàùà-
þùèåñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî íà U , îáðàçóþò èäåàë â k[V ].
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Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ An
k êîëüöî ôóíêöèé íåñëîæ-

íî âû÷èñëèòü:

k[X] ∼= k[x1, . . . , xn]/I(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ k[x1, . . . , xn]→ k[X].
Åãî ÿäðî ïî îïðåäåëåíèþ � èäåàë ìíîãîîáðàçèÿ X, ïîýòîìó k[X] ∼= k[x1, . . . , xn]/I(X).

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ âëîæåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ X ⊂ Y ⊂ An
k âåðíî

k[X] ∼= k[Y ]/I(X),

ãäå I(X) ⊂ k[Y ] � èäåàë ïîäìíîæåñòâà X.

Âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî åãî èäåàëó â êîëüöå ìíî-
ãî÷ëåíîâ. Áîëåå òîãî, áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ ïîäìíîæåñòâ ëåãêî âûðàçèòü íà ÿçûêå êîëåö
ìíîãî÷ëåíîâ è èäåàëîâ â íèõ. Îáîçíà÷èì äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊂ k[xi] ÷åðåç V (I) ⊂ An

ìíîæåñòâî îáùèõ íóëåé âñåõ ôóíêöèé èç I. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà V (I) � â òî÷íî-
ñòè àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ ñîîòâåòñòâèé V è I ìåæäó èäåàëàìè â êîëüöå
ìíîãî÷ëåíîâ è àëãåáðàè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè An âåðíû ñâîéñòâà, ïîäîáíûå òåì, ÷òî
ðàçáèðàëèñü íà ïðîøëîé ëåêöèè:

Ïðåäëîæåíèå 9. Äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ I, I1, I2 ⊂ k[x1, . . . , xn] è ëþáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîä-

ìíîæåñòâ Y, Y1, Y2 ⊂ An âåðíî

1. V (I(Y )) = Y ,

2. I(V (I)) ⊃ I,

3. Y1 ⊂ Y2 ⇒ I(Y1) ⊃ I(Y2),

4. I1 ⊂ I2 ⇒ V (I1) ⊃ V (I2),

5. Îïåðàöèÿ I óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ An

íà íåêîòîðîå ñåìåéñòâî èäåàëîâ â k[x1, . . . , xn],

6. V (I1 + I2) = V (I1) ∩ V (I2),

7. V (I1 ∩ I2) = V (I1) ∪ V (I2),

8. I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2),

9. I(Y1 ∩ Y2) ⊃ I(Y1) + I(Y2).

Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå ñâîéñòâà 6-8 è b) ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â 9 ðà-
âåíñòâà ìîæåò íå áûòü.

Êîíå÷íî, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà âåðíû è äëÿ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè
ïîäìíîæåñòâàìè çàäàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà X è èäåàëàìè â êîëüöå k[X].

Îïðåäåëåíèå 10. Àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñòðîãî ìåíüøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíî-
æåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïîäìíîæåñòâî X íåïðèâîäèìî ⇐⇒ â êîëüöå k[X] íåò äåëèòåëåé

íóëÿ ⇐⇒ èäåàë I(X) ⊂ k[x1, . . . , xn] ïðîñò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè åñòü äåëèòåëè íóëÿ: f1f2 = 0, òî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå: X = {f1 =
0}∪{f2 = 0}. Îáðàòíî, åñëè ðàçëîæåíèå X = X1∪X2 íåòðèâèàëüíî, òî íàéäóòñÿ ôóíêöèè
fi òàêèå, ÷òî fi|Xi

= 0 è fi 6= 0. Òîãäà f1f2 = 0, çíà÷èò åñòü äåëèòåëè íóëÿ. Âòîðàÿ
ðàâíîñèëüíîñòü î÷åâèäíà.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî X â C3, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè

x1x2 − x2
3 = x3 − λ(x1 + x2) = 0,

ãäå λ ∈ C � íåêîòîðûé ïàðàìåòð.

a) Ðàçëîæèòå åãî â îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîæåñòâ Xi. Íàðèñóéòå êàðòèíêó.

b)Íàéäèòå èäåàëû Ii êàæäîãî èç íèõ.

c)Âåðíî ëè, ÷òî (x1x2 − x2
3, x3 − λ(x1 + x2)) = ∩Ii?

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî X â C4, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè

x1x4 − x2x3 = x1x3 − x2
2 = 0.

a)Ðàçëîæèòå åãî â îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîæåñòâ Xi.

b)Íàéäèòå èäåàëû Ii êàæäîãî èç íèõ.

c)Âåðíî ëè, ÷òî (x1x4 − x2x3, x1x3 − x2
2) = ∩Ii?

Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò èäå-
àëàì âèäà I(Y ), ãäå Y ⊂ An � íåêîå ïîäìíîæåñòâî. Åñòåñòâåííî âûÿñíèòü, êàêèå èäåàëû
â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ âîçíèêàþò êàê èäåàëû ïîäìíîæåñòâ. Õîðîøèé îòâåò ñóùåñòâóåò
òîëüêî äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k. Ïðåäïîëîæèì â äàëüíåéøåì, ÷òî ïîëå àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ò.å. ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè â í¼ì èìååò êîðåíü.

Ãëàâíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì áóäåò èãðàòü

Òåîðåìà 12 (òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ). Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ëþáîé
ìàêñèìàëüíûé èäåàë â k[x1, . . . , xn] èìååò âèä (x1−a1, . . . , xn−an), ò.å. ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì
íåêîòîðîé òî÷êè An

k .

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó ïîçæå. Ïîêà æå îòìåòèì å¼ ñëåäñòâèÿ (âåðíûå òîëüêî â
ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k).

Ïðåäëîæåíèå 13. Ëþáîé íåòðèâèàëüíûé èäåàë I ⊂ k[x1, . . . , xn] çàäà¼ò íåïóñòîå àë-

ãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî â An.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæèì I â ìàêñèìàëüíûé èäåàë (x1 − a1, . . . , xn − an). Òîãäà ā =
(a1, . . . , an) ∈ V (I).

Ïðåäëîæåíèå 14. Èäåàë ìíîãîîáðàçèÿ X, çàäàííîãî èäåàëîì I, åñòü r(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f |X = 0. Ðàññìîòðèì X̄ ⊂ An+1, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè

fi(x1, . . . , xn) = 0, fi ∈ I, è xn+1f(x1, . . . , xn)− 1 = 0.

Î÷åâèäíî, X̄ ïóñòî: åñëè âñå fi(x1, . . . , xn) = 0, òî xn+1f(x1, . . . , xn)− 1 = −1 6= 0. Çíà÷èò,
ïî ïðåäëîæåíèþ 13 ìíîãî÷ëåíû fi(x1, . . . , xn) è xn+1f(x1, . . . , xn)−1 ïîðîæäàþò âñ¼ êîëüöî
k[x1, . . . , xn+1]. Çàïèøåì

1 = b(x1, . . . , xn+1)(xn+1f(x1, . . . , xn)− 1) +
∑

ai(x1, . . . , xn+1)fi(x1, . . . , xn),
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çäåñü ñóììà êîíå÷íà. Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü, ñ êîòîðîé xn+1 âõîäèò â ìíîãî-
÷ëåíû ai, äîìíîæèì íà fN .

f(x)N = f(x)Nb(x)(xn+1f(x)− 1) +
∑

f(x)Nai(x1, . . . , xn+1)fi(x1, . . . , xn).

Äëÿ âñåõ âñòðå÷ xdn+1 â ai çàìåíèì xdn+1f
d íà 1 + (xdn+1f

d − 1) = 1 + (xn+1f − 1)(. . .).
Ïåðåíåñ¼ì (xn+1f − 1)(. . .) â ñëàãàåìîå, ãäå b(x)(xn+1f(x)− 1). Ïîëó÷èì:

f(x1, . . . , xn)N = b̃(x)(xn+1f(x1, . . . , xn)− 1) +
∑

ãi(x1, . . . , xn)fi(x1, . . . , xn).

Çäåñü fN è âñå ñëàãàåìûå ñóììû íå ñîäåðæàò xn+1, à b̃(x)(xn+1f − 1) ñîäåðæèò å¼, åñëè

òîëüêî b̃(x) 6= 0. Çíà÷èò, b̃(x) = 0

f(x1, . . . , xn)N =
∑

ãi(x1, . . . , xn)fi(x1, . . . , xn) ∈ I,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 15. Èäåàëû àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ � ýòî â òî÷íîñòè èäåàëû, äëÿ

êîòîðûõ I = r(I). Íåïðèâîäèìûì ïîäìíîæåñòâàì ïðè ýòîì îòâå÷àþò ïðîñòûå èäåàëû.

Ïðåäëîæåíèå 16. Êîëüöî A íàä k ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè-

÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ⇐⇒ A � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå íàä k êîëüöî áåç íèëüïîòåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñþðúåêöèþ k[x1, . . . , xn]→ A, ïóñòü I � å¼ ÿäðî, à X � ìíî-
æåñòâî íóëåé ôóíêöèé èç èäåàëà I. Òîãäà A ∼= k[x1, . . . , xn]/I è k[X] ∼= k[x1, . . . , xn]/I(X).
Ïðè ýòîì I(X) = r(I) = I òàê êàê â A íåò íèëüïîòåíòîâ.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî â C[x, y], ïîðîæä¼ííîå âñåìè ìîíîìàìè xayb ñ b 6 2a.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì àëãåáðàè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè. b)Íàéäèòå ýòî ìíîãîîáðàçèå è åãî èäåàë.
Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî â C[x, y], ïîðîæä¼ííîå âñåìè ìîíîìàìè xayb ñ b 6√

2a. Ïîêàæèòå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè.
Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî â C[t], ïîðîæä¼ííîå âñåìè ìîíîìàìè ta ñ a) a > 2;
b) a > 3. Ïîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè. Íàéäèòå ýòî ìíîãîîáðàçèå è åãî èäåàë.
Çàäà÷à 7 (êîíóñ íàä ñêðó÷åííîé êðèâîé). Ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî â C[x, y], ïîðîæ-

ä¼ííîå âñåìè ìîíîìàìè xayb ñ a+ b
... 3.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãî-
îáðàçèè.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå èçîìîðôíî îáðàçó îòîáðàæåíèÿ σ : C2 → C4, σ(x, y) =
x3, x2y, xy2, y3.

c)Íàéäèòå èäåàë ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåïåðü ñðàâíèì àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ An ñî ñïåêòðîì êîëüöà k[X] (ïî-
ïðåæíåìó k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî). Ìíîæåñòâî òî÷åê X ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì çà-
ìêíóòûõ òî÷åê Spec(k[X]). Êðîìå òîãî, â Spec(k[X]) åñòü íåçàìêíóòûå òî÷êè, ýòî íåìàê-
ñèìàëüíûå ïðîñòûå èäåàëû k[X]. Îíè ñîîòâåòñòâóþò íåïðèâîäèìûì àëãåáðàè÷åñêèì ïîä-
ìíîæåñòâàì X, îòëè÷íûì îò òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð êîëüöà k[X] ïîëó÷àåòñÿ èç
ìíîæåñòâà X äîáàâëåíèåì äëÿ êàæäîãî åãî íåïðèâîäèìîãî ïîäìíîæåñòâà, îòëè÷íîãî îò
òî÷êè, ïî ýëåìåíòó � ¾îáùåé òî÷êå¿.
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Äëÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûõ ïîëåé ïî÷òè âñ¼ èç ñêàçàííîãî âûøå íåâåðíî.

Ïðèìåð 17. 1. Èäåàë I = (x2+1) ⊂ R[x] ìàêñèìàëüíûé, íî íå èìååò âèäà (x−a), a ∈ R.

2. Ìíîæåñòâî V (I) ⊂ A1
R äëÿ òàêîãî èäåàëà ïóñòî è I(V (I)) = R[x] 6= r(I).

3. Êîëüöî C êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä R è íå èìååò íèëüïîòåíòîâ, íå íå ÿâëÿòñÿ êîëüöîì
ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå â Rn.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü I ⊂ k[x1, . . . , xn] � ïðîñòîé èäåàë. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî V (I) ⊂ An
k

íåïðèâîäèìî?
Ïðîáëåìû âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â

ìíîæåñòâå kn, à íå â ñïåêòðå êîëüöà k[x1, . . . , xn]. Ïðè ïåðåõîäå ê ñïåêòðó âñå ýòè ïðîáëåìû
èñ÷åçàþò, êàê áûëî âèäíî íà ïðîøëîé ëåêöèè.
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