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Êîëüöà è èäåàëû

Îñíîâíîé îáúåêò èçó÷åíèÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîììóòàòèâíûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A ñ çàäàííûìè íà
í¼ì îïåðàöèÿìè +: A × A → A (ñëîæåíèå) è · : A × A → A (óìíîæåíèå), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèìè ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. ∀a, b, c ∈ A (a+ b) + c = a+ (b+ c) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

2. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ A, äëÿ êîòîðîãî ∀a ∈ A a+ 0 = 0 + a = a (íàëè÷èå íóëÿ);

3. äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò b ∈ A (îí îáîçíà÷àåòñÿ −a), äëÿ êîòîðîãî a + b =
b+ a = 0 (íàëè÷èå ïðîòèâîïîëîæíîãî);

4. ∀a, b ∈ A a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

ïåðâûå ÷åòûðå àêñèîìû îçíà÷àþò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé ïî ñëî-
æåíèþ

5. ∀a, b, c ∈ A (a · b) · c = a · (b · c) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

6. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 1 ∈ A, íå ðàâíûé 0, äëÿ êîòîðîãî ∀a ∈ A a ·1 = 1 ·a = a (íàëè÷èå
åäèíèöû);

7. ∀a, b, c ∈ A (a+b) ·c = a ·c+b ·c è a ·(b+c) = a ·b+a ·c (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
ïåðâûå ñåìü àêñèîì îçíà÷àþò, ÷òî A � ýòî êîëüöî

8. ∀a, b ∈ A a · b = b · a (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ).

Â ëþáîì êîëüöå íîëü è åäèíèöà åäèíñòâåííû, òàêæå ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò ê êàæ-
äîìó ýëåìåíòó åäèíñòâåí.

Ïðèìåð 2. Âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèðîäå ïðèìåðû êîëåö:

• Êîëüöà ÷èñåë: öåëûå, ðàöèîíàëüíûå, äåéñòâèòåëüíûå, êîìïëåêñíûå, ãàóññîâû, âèäà
a+ b

√
2, a, b ∈ Z.

• Êîëüöî îñòàòêîâ: îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî n ∈ N, n > 2, îáðàçóþò
êîëüöî, ãäå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ n.

• Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ:Q[x],R[x],C[x],Z[x], (Z/nZ)[x], . . ., êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ Q[x1, x2, . . . , xn], C[x1, x2, . . . , xn].

• Êîëüöà ôóíêöèé: âñå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, íåïðåðûâíûå âåùåñòâåí-
íûå ôóíêöèè íà îòðåçêå, äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè, ãëàäêèå ôóíê-
öèè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè, áóëåâû ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, . . .

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè â êîëüöå äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíà àêñèîìà:

9. ∀a 6= 0 ∈ A ∃b ∈ A ab = 1,

òî ýòî êîëüöî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ýëåìåíòû a, b ∈ A íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ, åñëè a, b 6= 0 è ab = 0.
Êîëüöî, â êîòîðîì íåò äåëèòåëåé íóëÿ, íàçûâàåòñÿ öåëîñòíûì.

Ïðèìåð 5. Îñòàòêè [4], [6] � äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå Z/12Z, òàê êàê [4] · [6] = [0] â Z/12Z.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå äåëèòåëè íóëÿ â Z/mZ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîëåö A èB íàçûâàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A×B ñ ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè. Îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Ïðèìåð 7. Â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè êîëåö âñåãäà åñòü äåëèòåëè íóëÿ: ýëåìåíòû (0, 1) è
(1, 0).

Îïðåäåëåíèå 8. Îòîáðàæåíèå êîëåö f : A → B íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îíî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî è ïðè ýòîì f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) äëÿ âñåõ a, b ∈ A.
Êîëüöà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê èçîìîðôèçìó � èçîìîðôèçì è êîìïî-
çèöèÿ èçîìîðôèçìîâ � èçîìîðôèçì. Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå íîëü
ïåðåõîäèò â íîëü, à åäèíèöà ïåðåõîäèò â åäèíèöó.

Ïðèìåð 9. Êîëüöà Z/6Z è Z/2Z× Z/3Z èçîìîðôíû.
Èçîìîðôèçì f : Z/6Z→ Z/2Z× Z/3Z çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé f([n]) = ([n], [n]).

Ïóñòü A � êîëüöî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû 0, 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . è −1,−(1 + 1),−(1 +
1+1), . . . â A. Îíè òàêæå îáðàçóþò êîëüöî. Åñëè ñðåäè ñóìì âèäà 1+1+ . . .+1 åñòü íîëü,
òî ýòî êîëüöî èçîìîðôíî êîëüöó Z/mZ, ãäå m � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî
1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

m

= 0. Åñëè æå âñå ñóììû 1+ 1+ . . .+1 íåíóëåâûå, òî ýòî êîëüöî èçîìîðôíî

êîëüöó öåëûõ ÷èñåë.
Åñëè ïðè ýòîì A � ïîëå, òî ÷èñëî m ïðîñòîå. Îíî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ.

Åñëè â ïîëå âñå ñóììû 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m

íå ðàâíû íóëþ, òî åãî õàðàêòåðèñòèêà ñ÷èòàåòñÿ

ðàâíîé íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîëå ñîäåðæèò ëèáî ïîëå Z/pZ, ãäå p ïðîñòîå, ëèáî êîëüöî Z (à

çíà÷èò, è ïîëå Q).
Çàäà÷à 2 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïóñòü m è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöà Z/mZ× Z/nZ è Z/mnZ èçîìîðôíû.

Ïîäñêàçêà: ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå â êàêóþ-íèáóäü èç ñòîðîí è ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî èçîìîð-

ôèçì êîëåö.

Çàäà÷à 3. Îïèøèòå âñå èçîìîðôèçìû êîëåö a)Z/nZ è b∗)R íà ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîäìíîæåñòâî I ⊂ A íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè îíî ñîäåðæèò íîëü,
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî:

a, b ∈ I ⇒ a+ b ∈ I, −a ∈ I

à òàêæå óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû èç A:

a ∈ A, k ∈ I ⇒ ak ∈ I.
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Çàìåòèì, ÷òî èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ. Â ëþáîì êîëüöå A åñòü äâà òðè-
âèàëüíûõ èäåàëà: {0} è A. Åñëè êîëüöî � ïîëå, òî äðóãèõ èäåàëîâ íåò. Ïîýòîìó ñ òî÷êè
çðåíèÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ïîëÿ � îáúåêòû ñëîæíîñòè íîëü.
Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî åñòü ïîëå ⇔ âñå åãî èäåàëû òðèâèàëüíû.

Ïðèìåð 11. Íàéä¼ì âñå èäåàëû â öåëûõ ÷èñëàõ. Ïóñòü I ⊂ Z è I 6= 0, ïóñòü n � íàè-
ìåíüøèé íàòóðàëüíûé ýëåìåíò â Z. Òîãäà âñå ÷èñëà âèäà kn òàêæå ëåæàò â I. Ïîêàæåì,
÷òî äðóãèõ ÷èñåë òàì íåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü m ∈ I, ïîäåëèì m íà n ñ îñòàòêîì:

m = nq + r, ïðè÷¼ì r ∈ I. Åñëè r = 0, òî m
...n, èíà÷å 0 < r < n è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ

ìèíèìàëüíîñòüþ n.
Òàêèì îáðàçîì, âñå èäåàëû â Z èìåþò âèä (n) = {kn | k ∈ Z}, n ∈ Z.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü p1, . . . , pk ∈ A � ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà. Òîãäà ìíîæåñòâî
{f ∈ A[x] | f(p1) = . . . = f(pk) = 0} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ A[x].

Îïðåäåëåíèå 13. Ãëàâíûì èäåàëîì â êîëüöå íàçûâàåòñÿ èäåàë âèäà {ka | k ∈ A}, ãäå
a ∈ A � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷åíèå: (a).

Ïðèìåð 14. Ïðèìåð íåãëàâíîãî èäåàëà: èäåàë ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â
òî÷êå (0, 0), â C[x, y]. Îí ñîäåðæèò x è y, êîòîðûå íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó ãëàâíîìó
èäåàëó.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü T ⊂ A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Èäåàë, ïîðîæäåííûé íàáî-

ðîì ýëåìåíòîâ T , � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ íàèìåíüøèé ïî âëîæåíèþ èäåàë, ñîäåðæàùèé T .
Îáîçíà÷åíèå: 〈T 〉 èëè (T ).

Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ T ⊂ A, ñóùåñòâóåò
è ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ñóìì

∑
i aiti, ãäå ai ∈ A, Ti ∈ T .

Îïðåäåëåíèå 16. Êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ íàçûâàåòñÿ êîëüöî, â êîòîðîì ëþáîé èäåàë
ãëàâíûé.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü e ∈ A � èäåìïîòåíò, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òî e2 = e.

a)Èäåàë (e) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ èç A.

b)Êîëüöî A èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êîëåö (e) è (1− e).

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ � èäåàë.

Îïðåäåëåíèå 18. Ñóììîé èäåàëîâ I è J êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà
i+ j, ãäå i ∈ I, j ∈ J . Îáîçíà÷åíèå I + J .

Ñóììà èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó èäåàëîâ êàê èäåàë,
ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì I ∪ J .

Ïðèìåð 19. Íàéä¼ì ïåðåñå÷åíèå è ñóììó èäåàëîâ â Z. Èäåàë (m)∩ (n) ñîñòîèò èç ÷èñåë,
äåëÿùèõñÿ è íà m, è íà n, ò.å, äåëÿùèõñÿ íà ÍÎÊ(m,n). Èäåàë (m)+(n) ñîñòîèò èç ÷èñåë
âèäà am+ bn, òî åñòü, ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà ÍÎÄ(m,n). Èòîãî

(m) ∩ (n) = ÍÎÊ(m,n), (m) + (n) = ÍÎÊ(m,n).

Îïðåäåëåíèå 20. Èäåàë íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí îòëè÷åí îò âñåãî êîëüöà è
ìàêñèìàëåí ïî âëîæåíèþ ñðåäè âñåõ òàêèõ èäåàëîâ. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ A âûïîëíåíî xy ∈ I ⇒ x ∈ I èëè y ∈ I.
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Ïðèìåð 21. Íàéä¼ì ìàêñèìàëüíûå è ïðîñòûå èäåàëû â Z. Ìàêñèìàëüíûìè áóäóò èäåàëû
(p) äëÿ ïðîñòûõ p è òîëüêî îíè, ïðîñòûìè èäåàëàìè áóäóò îíè æå è èäåàë (0).

Îòìåòèì âàæíûé ôàêò: ëþáîé èäåàë ìîæíî âëîæèòü â ìàêñèìàëüíûé. Äîêàçàòü ýòî
ñòðîãî, îäíàêî, íå ïðîñòî: äëÿ ýòîãî íóæíà àêñèîìû âûáîðà (íàïðèìåð, â ôîðìå ëåììû
Öîðíà).

Ïðèìåð 22. Èäåàë (x) ⊂ C[x, y] ïðîñò, íî íå ìàêñèìàëåí.

Ïðåäëîæåíèå 23. Ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç (åù¼ íå äîêàçàííûõ) ïðåäëîæåíèé 26 è 27: âåäü â
ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ.

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå ïðîñòûå è ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â Z/mZ.
Çàäà÷à 8. Ëþáîé èäåàë â A×B èìååò âèä I × J , ãäå I ⊂ A è J ⊂ B � èäåàëû.
Çàäà÷à 9. Ëþáîé ïðîñòîé èäåàë â A×B èìååò âèä p×B èëè A× q, ãäå p ⊂ A è q ⊂ B �
ïðîñòûå èäåàëû.

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü I ⊂ A � èäåàë, I 6= A. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëå-
ìåíòîâ A ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: a ∼ b, åñëè a− b ∈ I, îáîçíà÷àåòñÿ
A/I. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a îáîçíà÷èì [a]. Íà ìíîæåñòâå A/I îïðåäåëåíû
ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïî ôîðìóëàì [a] + [b] = [a + b], [ab] = [a][b]. Ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòè îïåðàöèè îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ïðåâðàùàþò A/I â êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Îíî
íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì êîëüöà A ïî èäåàëó I.

Ïðèìåð 25. Êîëüöà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà n � ýòî ôàêòîðêîëüöî êîëüöà Z ïî èäåàëó (n).

Ïðåäëîæåíèå 26. Ôàêòîðêîëüöî íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ ⇔ èäåàë ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî: xy ∈ I ðàâíîñèëüíî [x][y] = [0], à x ∈ I ðàâíîñèëüíî [x] =
[0].

Ïðåäëîæåíèå 27. Ôàêòîðêîëüöî � ïîëå ⇔ èäåàë ìàêñèìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A/I � ïîëå, è I íå ìàêñèìàëåí, ò.å. åñòü ñòðîãî áîëüøèé èäåàë:
I ⊂ J . Âîçüì¼ì x ∈ J \ I. Ýëåìåíò [x] 6= [0] â ôàêòîðêîëüöå, çíà÷èò òàì ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé [x][y] = [1], ò.å. xy− 1 = i ∈ I. Ïîëó÷àåì 1 = xy− i ∈ J , è J = A. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü I ìàêñèìàëåí è [x] 6= [0] � ýëåìåíò êîëüöà A/I. Òîãäà x /∈ I, çíà÷èò èäåàë I+(x)
áîëüøå, ÷åì I, è ïîýòîìó I + (x) = A. Çíà÷èò, i + kx = 1 ïðè íåêîòîðûõ i ∈ I, k ∈ A.
Ïîýòîìó [k][x] = [i] + [k][x] = [1] â A/I, è ó [x] åñòü îáðàòíûé.

Çàäà÷à 10. Íàéòè ôàêòîðêîëüöî C[x]/I, ãäå
a) I = {f | f(2) = 0};
b) I = {f | f(2) = f(3) = f(−2) = 0}.

Îñîáóþ ðîëü â êîëüöàõ èãðàþò íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû, èëè íèëüïîòåíòû.

Îïðåäåëåíèå 28. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòîì, åñëè an = 0 ïðè íåêîòîðîì
n ∈ N. Íèëüðàäèêàëîì êîëüöà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî íèëüïîòåíòîâ. Îáîçíà÷åíèå:
N (A).
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Ïðåäëîæåíèå 29. Íèëüðàäèêàë êîëüöà åñòü èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, íàäî ïðîâåðèòü: åñëè a è b íèëüïîòåíòû, òî a±b íèëüïîòåíò.
Ïóñòü an = 0, bm = 0, òîãäà (a ± b)m+n = 0 ïî áèíîìó Íüþòîíà. Âî-âòîðûõ, ïóñòü a �
íèëüïîòåíò, an = 0, òîãäà ïðè ëþáîì k ∈ A (ka)n = 0 è ka � òîæå íèëüïîòåíò.

Ïðèìåð 30. Íèëüðàäèêàë â Z/8Z � èäåàë, ïîðîæä¼ííûé [2].

Çàäà÷à 11. a)Íèëüðàäèêàë Z/mZ òðèâèàëåí ⇔ m ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ.

b)Íàéäèòå íèëüðàäèêàë Z/mZ â îáùåì ñëó÷àå.
Çàäà÷à 12. Åñëè n � íèëüïîòåíò, òî 1 + n � îáðàòèìûé ýëåìåíò.

Ïðåäëîæåíèå 31. Ôàêòîð ïî íèëüðàäèêàëó èìååò íóëåâîé íèëüðàäèêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [a] ∈ N (A/N (A)), òîãäà [a]n = [0] ïðè íåêîòîðîì n. Çíà÷èò an ∈
N (A), ñëåäîâàòåëüíî (an)m = 0 ïðè íåêîòîðîì m. Ïîýòîìó amn = 0, a � íèëüïîòåíò è
çíà÷èò [a] = [0].

Ïðåäëîæåíèå 32. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ � íèëüðàäèêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ëþáîé ïðîñòîé èäåàë ñîäåðæèò âñå íèëüïîòåíòû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ íèëüïîòåíòà a èìååì an = 0 ∈ I. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòîãî èäåàëà, åñëè
a /∈ I, òî an−1 ∈ I, an−2 ∈ I, . . . è òàê ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Âêëþ÷åíèå â äðóãóþ ñòîðîíó ìû ïðîâåðèì ïîçäíåå.
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