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8. çòáäéåîô, òïôïò, äé÷åòçåîãéñ

÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÁÍÅÒÅÎÎÙÅ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ! ÚÁÍÅÞÁÊÔÅ É ÉÓÐÒÁ×ÌÑÊÔÅ.
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ 
 ⊂ R2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @
. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1

2
∮
@
(xdy −

ydx) ÒÁ×ÅÎ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÂÌÁÓÔÉ 
. ëÁËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á? Â) ïÂÏÂÝÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ çÒÉÎÁ):
ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∮
@
 P (x; y) dx+Q(x; y) dy =

∫∫

(@Q@x − @P

@y ) dxdy. ×) ðÕÓÔØ  | ÐÌÏÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.
þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∮
(x dy − y dx)? Ç) á ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∮

x dy−y dx
x2+y2 ?

ðÕÓÔØ f(x; y; z) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, F = (P (x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z)) |
×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. çÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ∇f = (@f@x ;

@f
@y ;

@f
@z ); ÄÉ×ÅÒÇÅÎÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒ-

ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ∇ · F def= @P
@x + @Q

@y + @R
@z ; ÒÏÔÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ

ÐÏÌÅ ∇× F def= (@Q@z − @R
@y ; @R@x − @P

@z ; @P@y − @Q
@x ).

úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÒÉÄÁÊÔÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ, ÒÏÔÏÒÁ É ÄÉ×ÅÒÇÅÎÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÒÏÔÏÒ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ É ÄÉ×ÅÒÇÅÎÃÉÑ ÒÏÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. Â) ðÕÓÔØ 
 ⊂ R3 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ
ÇÒÁÎÉÃÅÊ @
. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ{çÁÕÓÓÁ)

∫∫∫

(∇·F )(x) dV =

∫∫
@
(F (x)·n(x)) dS.

úÄÅÓØ dV | ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ 
, dS | ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @
, n(x) | ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ
ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ. ×) ðÕÓÔØ � ⊂ R3 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÐÌÅÎËÁ, ÚÁÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ ËÏÎÔÕÒ @�.
äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∫∫
�(∇×F )(x) ·n(x) dS =

∮
@� F · d`. úÄÅÓØ n(x) É dS | ËÁË × ÐÕÎËÔÅ 2Â, Á d` | ÜÌÅÍÅÎÔ

ÄÌÉÎÙ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ @�.
úÁÄÁÞÁ 3. üÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ E(x; y; z; t) É ÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ B(x; y; z; t) × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ íÁËÓ×ÅÌÌÁ: ∇ ·E = 0, ∇ ·B = 0, ∇×E = −@B@t , ∇×B = 1

c2
@E
@t . Á) ðÒÉÄÁÊÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ' (ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ) É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ A (×ÅËÔÏÒÎÙÊ
ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ E = ∇', B = ∇×A. úÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ íÁËÓ×ÅÌÌÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ' É A.
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