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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ: ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ìÉ.

çÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ n-Ê ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T ∗M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ
n-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ T ∗M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÏÊ).

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (T ∗aM)∧n ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË n-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ
ÎÁ TaM . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ⊕m

n=0(T ∗aM)∧m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ (×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
T ∗aM): ÅÓÌÉ �1 ∈ (T ∗aM)∧k, !2 ∈ (T ∗aM)∧l, ÔÏ !1 ∧ !2 ∈ (T ∗aM)∧(k+l) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(!1 ∧ !2)(v1; : : : ; vk+1) =
∑

1≤i1<···<ik≤k+l
1≤j1<···<jl≤k+l

is 6=jt∀s;t

(−1)#{(s;t)|is>jt}!1(vi1 ; : : : ; vik)!(vj1 ; : : : ; vjl):

ìÅÍÍÁ 1. ÷ÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TaM ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ É ÓÕÐÅÒ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ: !1 ∧ (!2 ∧ !3) =
(!1 ∧ !2) ∧ !3 ÄÌÑ ×ÓÅÈ !1; !2; !3; !1 ∧ !2 = (−1)kl!2 ∧ !1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ !1 ∈ (T ∗aM)∧k, !2 ∈ (T ∗aM)∧l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
(M) def= ⊕m

n=0 
n(M) ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ (× Ô.Þ. ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ C∞(M) (ËÁË, ×ÐÒÏÞÅÍ, Õ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ
ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ) É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÕÐÅÒ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : M1 → M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ n-ÆÏÒÍÙ ! ∈ 
(M2) ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ f∗! ∈ 
(M1) ËÁË n-ÆÏÒÍÕ ÎÁ M1, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f∗!)(a)(v1; : : : ; vn) =
!(f(a))(f ′(a)v1; : : : ; f ′(a)vn); ÚÄÅÓØ a ∈M1 É v1; : : : ; vn ∈ TaM1.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ C∞(M) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ 1-ÆÏÒÍÕ dg ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (dg)(a)(v) def=
v(g); ÚÄÅÓØ a ∈M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ É v ∈ TaM | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ C∞(M) → R,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÔÏÞËÅ a). ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. åÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈M ÚÁÄÁÎÙ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x, ÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, dg = ∑m

i=1
@g
@xi dxi.

åÓÌÉ f : M1 → M2, É g ∈ C∞(M2), ÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ f∗dg = d(g ◦ f); ÕÄÏÂÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
g ◦ f def= f∗g.
ìÅÍÍÁ 2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ M 7→ 
(M), f 7→ f∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÁÌÇÅÂÒ: f∗(!1 ∧ !2) = f∗!1 ∧ f∗!2, (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ.
ðÕÓÔØM ⊂ Rm | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ dx1(a); : : : ; dxm(a) ÂÁÚÉÓ × T ∗aM , Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ

@
@x1

(a); : : : ; @
@xm (a) ∈ TaM . ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ n-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ! = ∑

1≤i1<···<in≤m !i1:::in(x)dxi1∧· · ·∧
dxin . äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (n+1)-ÆÏÒÍÁ d! = ∑

1≤i1<···<in≤m d!i1:::in(x)∧dxi1∧· · ·∧dxin =∑
1≤i1<···<in≤m

∑m
j=1

@!i1:::in
@xj dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ! ∈ 
n(M), É (U; V; x) | ËÁÒÔÁ ÎÁ M × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ a ∈ U . ôÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ d! = x∗d((x−1)∗!).
ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ d! ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ d! ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÍ M , Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ËÁÒÔÅ U).
2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d | ÓÕÐÅÒ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÏÒÍ: d(!1∧!2) = d!1∧!2 +(−1)k!1∧d!2 (ÇÄÅ

!1 ∈ 
k(M)).
3) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : 
(M) → 
(M) | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÌÅÍÍÅ 2:

df∗! = f∗d!, ÇÄÅ f : M1 →M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.
4) d2 = 0; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ 
(M) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ⊂ Rm | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É ÄÏËÁÖÅÍ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ÐÕÎËÔÁ 2. ðÕÓÔØ k = 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d ÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÆÏÒÍ !1 = �(x)dx1 É !2 = %(x)dxm−l+1 ∧ · · · ∧ dxm; ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÅ-
ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!). éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÄÁÌØÛÅ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÕÎËÔÁ 2
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k É !1 = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxk (É ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ !2). ðÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ
ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÕÎËÔÁ 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍ × M ⊂ Rm.

1



ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M1 ⊂ Rm1 , M2 ⊂ Rm2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, x É y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ) × Rm1 É
Rm2 , É f : M1 →M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ ! | 0-ÆÏÒÍÁ (Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M2), ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f∗d! = df∗!
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 1). ôÅÐÅÒØ ÅÓÌÉ ! = %(y)dy1 ∧ · · · ∧ dyn, ÔÏ f∗! = %(f(x)) (f∗dx1) ∧ · · · ∧ (f∗dxn) (ÐÏ
ÌÅÍÍÅ 2) = (f∗%)(x) d(f∗x1) ∧ · · · ∧ d(f∗xn) ÐÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ
3 ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ | ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Rm.

ðÕÓÔØ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, M ⊂ Rm ÏÔËÒÙÔÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ d ÌÉÎÅÅÎ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;
ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 4 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ! = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
dd! = ∑m

i;j=1
@2f

@xi@xj dxi ∧ dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ (i; j) É (j; i) ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.
ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, (U1; V1; x) É (U2; V2; y) | ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,

' = x◦y−1 : V2 → V1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ d! = x∗d((x−1)∗!) = ('◦y)∗d((y−1◦'−1)∗!) =
y∗'∗d(('−1)∗(y−1)∗!) = y∗d((y−1)∗!).

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÏ× 2, 3 É 4 ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÎÉÑ ÐÕÎËÔÁ 1 É ÕÖÅ
ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Rm. ¤

ðÕÓÔØ X | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , a ∈ U ⊂M | ÔÏÞËÁ, É U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ
|t| < " É a ∈ U ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ �(a; t) ÐÏÌÑ X; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ
ÐÏÔÏË �t : U →M É ÏÐÅÒÁÔÏÒ �∗t
(M) → 
(U). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ìÉ LX : 
(M) → 
(M) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
LX(�)(a) = d

dt�∗t �(a)
∣∣
t=0.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 0-ÆÏÒÍÙ, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C∞(M), ÅÓÔØ LX(f) = X(f).
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ n-ÆÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË n-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÁÄ C∞(M) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ × C∞(M): !(X1; : : : ; Xn)(a) def= !(a)(X1(a); : : : ; Xn(a)), ÇÄÅ
a ∈ M , ! ∈ 
n(M), É X1; : : : ; Xn | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �X : 
n(M) → 
n−1(M) ÏÐÅÒÁÔÏÒ,
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ n-ÆÏÒÍÅ ! ÆÏÒÍÕ !(X; ·; : : : ; ·) (ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÏÌÑ X × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ).
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ìÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ

1) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ: LXd = dLX ;
2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÞÅÔÎÙÍ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ (ÓÕÐÅÒ-)ÁÌÇÅÂÒÙ 
(M): LX(!1∧!2) = LX!1∧!2 +!1∧LX!2,

ÇÄÅ !1 ∈ 
k(M).
3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ × ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ


(M): [LX ;LY ] = L[X;Y ];
4) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ LX = �Xd+ d�X (\×ÏÌÛÅÂÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÒÔÁÎÁ");
5) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ LfX! = fLX! + df ∧ �X!.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 | ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 2.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ËÏÇÄÁ ! ∈ 
0(M) = C∞(M) (Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ M). éÚ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3 ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ËÏÇÄÁ ! = df (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍ !1 É !2, ÔÏ ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ
!1 ∧ !2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÅ, Á ÌÏËÁÌØÎÏ ËÁÖÄÁÑ n-ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ×ÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3 ÄÏËÁÚÁÎÏ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 4 ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ: LXf = X(f) = �Xdf ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁËÖÅ ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ: LXdf = dLXf (ÐÏ ÐÕÎËÔÕ 1)
= dX(f) = d�Xdf = d(�Xd + d�X)f × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ÔÅÏÒÅÍÙ 1. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ËÁË Õ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 5: ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �fX = f�X . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ LfX! = �fXd! + d�fX! = f�Xd! + d(f�X!) =
f(�Xd! + d�X!) + df ∧ �X! = fLX! + df ∧ �X!. ¤

óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÏÒÍÙ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ! ∈ 
n(M), É X1; : : : ; Xn+1 | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M . ôÏÇÄÁ d!(X1; : : : ; Xn+1) =∑n+1
i=1 (−1)iXi(!(X1; : : : ; X̂i; : : : Xn+1)) + ∑

1≤i<j≤n+1(−1)i+j!([Xi; Xj ]; X1; : : : ; X̂i; : : : ; X̂j ; : : : ; Xn+1).

ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÅÓÌÉ n = 0 (ÆÏÒÍÁ ! | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M) É ÅÓÌÉ ! = df
(1-ÆÏÒÍÁ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ !, ÔÏ
ÏÎÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ f!, ÇÄÅ f ∈ C∞(M). ôÁËÖÅ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ
(n − 1)-ÆÏÒÍÙ � ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ É ÄÌÑ n-ÆÏÒÍÙ df ∧ �. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ, Á ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÀÂÁÑ n-ÆÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ fdx1 ∧ · · · ∧ dxn. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ V | k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . óÉÍ×ÏÌÏÍ 
V ⊂ 
1(M) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï 1-ÆÏÒÍ, ÏÂÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Va ⊂ TaM : � ∈ 
V ⇐⇒ 〈�(a); v〉 = 0 ∀a ∈M; v ∈ Va.



ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:
1) òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ V ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.
2) éÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ 
V × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ.
3) äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U 3 a É × ÎÅÊ 1-ÆÏÒÍÙ �1; : : : ; �m−k ∈ 
V

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ d�i = 0 É Vb = {v ∈ TbM | 〈�1(b); v〉 = · · · = 〈�m−k(b); v〉 = 0} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ U .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ V ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ, É N | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
k), ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a. ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U 3 a Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = (x1; : : : ; xm)
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅN ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ xk+1 = · · · = xm = 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ dxk+1; : : : ; dxm
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÕÎËÔÁ 3. éÔÁË, 1 =⇒ 3.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ �1; : : : ; �m−k | ÆÏÒÍÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÕÎËÔÁ 3. üÌÅÍÅÎÔ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ
ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ 
(M), ÒÁ×ÅÎ ! = ∑

i �i∧�i, ÇÄÅ �i | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÆÏÒÍÙ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ).
ôÏÇÄÁ d! = ∑

i d�i ∧ �i, ÐÏÓËÏÌØËÕ d�i = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, d! ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ, É 3 =⇒ 2
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2, É X;Y ∈ T (V ) | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ V . ðÕÓÔØ

� ∈ 
V ; ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 �([X;Y ]) = d�(X;Y )−X�(Y )−Y �(X). ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2 ÉÍÅÅÍ d� = ∑
i �i∧�i, ÇÄÅ

×ÓÅ �i ∈ 
V . ôÏÇÄÁ �([X;Y ]) = ∑
i �i(X)�i(Y )−�i(Y )�i(X) = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ [X;Y ] ∈ T (V ), É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ¤


