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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 Ó ÂÁÚÏÊ X = S1. ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ:
Y = S1 × R, p : Y → X | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, U = X,  : Y = p−1(U) → R | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ
×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: Y = {(a; `) | ` ⊂ R2| ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,a ∈ `}, X = RP 1 ≈ S1,
p(a; `) = `. ðÕÓÔØ `1; `2 ∈ X | ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÕÓÔØ U1 = X1 \ {`1}; U2 = X2 \ {`2}. ôÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ × U1:
ÐÕÓÔØ ` ∈ U1, a = (x; y) ÔÏÇÄÁ  1(a; `) def= y; ÄÌÑ U2 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÁ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ tg', ÇÄÅ
' | ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ` c ÏÓØÀ `1.

÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔ Y ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(a; `) | a 6= 0; a ∈ `} ≈ R2 \ {(0; 0)}, Á × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ | ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ M = G(n; k;R) | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ,  : R→M | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ÷×ÅÄÅÍ × ËÁÖÄÏÍ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (t) ÂÁÚÉÓ h1(t); : : : ; hk(t), ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ t, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P :
a → Rn, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ P(hi(0)) = _hi(0); ÚÄÅÓØ ÔÏÞËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏ t. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÁÚÉÓ
h1(t); : : : ; hk(t) ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ; ÐÕÓÔØ ~hi(t)| ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ × (t), É hi(t) = ∑k

j=1 �ij(t)~hj(t) . ôÏÇÄÁ P(hi(t)) =∑k
j=1 �ij(0)_~hj(0)+ _alphaij(0)~hj(0) = ~P(hi(0))+∑k

j=1 _alphaij(0)~hj(0). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Q =
�a ◦ P , ÇÄÅ �a : Rn → Rn=a | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Q = ~Q | ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÂÁÚÉÓÁ × (t) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.

ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, a ∈ U12:::k ⊂ G(n; k;R); ÔÏÇÄÁ × (t) ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ hi(t) = ei +∑n
j=k+1 �ij(t)ej , É xij(t) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t) (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ × ÌÅËÃÉÉ 1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ-

ÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P ÅÓÔØ _�ij(0) (ÂÁÚÉÓ × a | h1(0); : : : ; hk(0), ÂÁÚÉÓ × Rn | e1; : : : ; en). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ËÒÉ×ÙÅ (t) = 〈ei + ∑n

j=k+1 �ij(t)ej〉 É ~(t) = 〈ei + ∑n
j=k+1

~�ij(t)ej〉 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
~�ij(t) = �ij(t) + o(t). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Q ÄÌÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, É, ÂÏÌÅÅ
ÔÏÇÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ _�ij(0) ÎÅ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ TaG(n; k;R)
É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× a→ Rn=a.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ÷ÎÁ-
ÞÁÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ TM : ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ C∞(M) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → R (ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ôÏÇÄÁ
TM | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (a; `), ÇÄÅ a ∈M , Á ` : C∞(M) → R | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Õ (ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ) `(fg) = f(a)`(g) + g(a)`(f). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : TM → M | ÐÒÏÅËÃÉÑ: �(a; `) = a.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï TaM ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ a, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. íÏÒÆÉÚÍÙ: ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M1 →M2 ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f ′(a; `) def= (f(a); f∗`); ÚÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f∗` : C∞(M2) → R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f∗`(') def= `(' ◦ f);
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ` : C∞(M1) → R ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ f∗` : C∞(M2) → R ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÔÏÞËÅ f(a). ôÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ′|TaM1

: TaM1 → Tf(a)M2
(ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ` 7→ f∗`) ÌÉÎÅÊÎÏÅ, É ÞÔÏ (f ◦ g)′ = f ′ ◦ g′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ (TM;M; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ f ′ | ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÍÙ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ: × ËÏÎÃÅ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ ÆÕÎËÔÏÒ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÆÕÎËÔÏÒÕ ÌÅËÃÉÉ 2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ.

äÌÑ ÔÏÞËÉ a ∈M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ma
def= {' ∈ C∞(M) | '(a) = 0}.

ìÅÍÍÁ 1. ma ⊂ C∞(M) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × C∞(M) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ma ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ a ∈M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ma | ÉÄÅÁÌ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ' =∈ ma, ÔÏ ÅÓÔØ '(a) 6= 0. ôÏÇÄÁ %(x) def= 1 −
'(x)='(a) ∈ ma, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ma É ', ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÀ 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ C∞(M). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÄÅÁÌ ma ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ' ∈ m ÎÅ ÉÍÅÀÔ
ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ a ∈M ÎÁÊÄÅÔÓÑ 'a ∈ m ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 'a(a) 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ Ua def= {x ∈M | 'a(x) 6= 0}.
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ïÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ua ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ; ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ Ua1 ; : : : ; UaN . ôÏÇÄÁ
ÆÕÎËÃÉÑ  def= '2

a1 + · · · + '2
aN ∈ m ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1 = '(x)='(x) ∈ m, É ÉÄÅÁÌ

m ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ '(a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ' ∈ m. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
m ⊂ ma; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, m = ma. ¤
ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÌÅÍÍÙ 1 ÏÐÕÓÔÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÏÊ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ I ⊂ C∞(M) | ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ (Ô.Å. ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ËÏÍÐÁËÔÁ; ËÏÍÐÁËÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó×ÏÊ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, I | ÉÄÅÁÌ, É I 6= C∞(M), ÐÏÓËÏÌØËÕ 1 =∈ I. ðÏ
ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ C∞(M) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I ⊂ m. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ
a ∈ M É ÐÕÓÔØ (U; V; x) | ËÁÒÔÁ, a ∈ U . äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÕÓÔØ x(a) = 0, É ÐÕÓÔØ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ
ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ' : M → R ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ '(b) def= exp(−1=(" − x(b))2) ÐÒÉ
b ∈ U; |x(b)| < ", É '(b) = 0 ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ b ∈M . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ' ∈ I É '(a) 6= 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ I
ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ, ÏÔËÕÄÁ m 6= ma ÐÒÉ ×ÓÅÈ a ∈M .
ìÅÍÍÁ 2. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ` : C∞(M) → R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÔÏÞËÅ a ∈ M , ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ
ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ É ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÉÚ m2

a.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ É ` ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ôÏÇÄÁ `(1) = `(1 · 1) = `(1) + `(1) = 2`(1),
ÏÔËÕÄÁ `(1) = 0.

åÓÌÉ f ∈ m2
a, ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f = ∑N

i=1 piqi, ÇÄÅ pi; qi ∈ ma. úÎÁÞÉÔ, `(f) = ∑N
i=1 pi(a)`(qi)+qi(a)`(pi) =

0. ¤
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ `, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÔÏÞËÅ a, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~̀ : ma=m2
a → R.

ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ � : ma=m2
a → R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

` : C∞(M) → R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ × ÔÏÞËÅ a É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ � = ~̀.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ � : ma=m2

a → R ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ` : ma → R, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ ÎÁ m2
a. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

C∞(M) ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ma É ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ` ÎÁ ×ÓÅ C∞(M),
ÐÏÌÏÖÉ× ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, `(fg) = `((f−f(a))(g−g(a))+f(a)g+g(a)f−f(a)g(a)) = `((f−f(a))(g−g(a)))+f(a)`(g)+
g(a)`(f) + f(a)g(a)`(1) = f(a)`(g) + g(a)`(f). ¤

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, TaM = (ma=m2
a)∗.

ìÅÍÍÁ 4. æÕÎËÃÉÑ f ∈ ma(Rn) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ m2
a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ @f

@si (a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ
i = 1; : : : ; n. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ` : C∞(Rn) → R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ `(f) =∑n
i=1 �i @f@yi (a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ a = 0. ðÕÓÔØ y = (y1; : : : ; yn) ∈ Rn, É '(t) = f(ty), t ∈ R.
ôÏÇÄÁ f(y) = g(1) = g(0) +

∫ 1
0 g′(t) dt = f(0) + ∑n

i=1 yi
∫ 1

0
@f
@yi (ty) dt. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ gi(s) = @f

@yi (tsy), ÔÏ @f
@yi (ty) =

gi(1) = gi(0) +
∫ 1

0 g′(s) ds = @f
@yi (0) + ∑n

j=1 yj
∫ 1

0
@2f

@yi@yj (tsy) ds. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(y) = f(0) + ∑n
i=1 yi @f@yi (0) +

∑n
i=1 yipi, ÇÄÅ pi = ∑n

j=1 yj
∫ 1

0
∫ 1

0
@2f

@yi@yj (tsy) dsdt. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ m2

a, ÏÔËÕÄÁ `(f) = ∑n
i=1 �i @f@yi (0), ÇÄÅ �i def= `(yi). ¤

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, É ÆÕÎËÔÏÒÁ ÌÅËÃÉÉ 2. úÁ-
ÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ TM × ÓÍÙÓÌÅ ÌÅËÃÉÉ 2 × ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï TM : ËÒÉ×ÏÊ  : R→M ÓÏÐÏ-
ÓÔÁ×ÉÍ ÐÁÒÕ ((0); `), ÇÄÅ ` | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ: `(f) = df((t)

dt

∣∣∣
t=0

. æÏÒÍÕÌÁ
ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ ` ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: `(fg) = f(a)`(g)+g(a)`(f). ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ËÒÉ×ÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ` É ËÁÒÔÁ (U; V; x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ a ∈ U . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÕÀ  ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ x((t)) = x(a)+`(x)t
ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t; ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ t ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. ðÕÓÔØ f ∈ C∞(M); ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ b ∈ U
ÉÍÅÅÍ f(b) = f(a)+∑n

i=1 �ixi(b)+g(b), ÇÄÅ �1; : : : ; �n ∈ R | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, É g ∈ m2
a. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÍÅ-

ÅÍ `(f) = ∑n
i=1 �i`(xi). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f((t)) = f(a)+∑n

i=1 �ixi((t))+o(t) = f(a)+ t∑n
i=1 �i`(xi)+o(t),

ÏÔËÕÄÁ ` = ` .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f ′ × ÏÂÏÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÌÅÇËÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.


