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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, É n ≤ m. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ⊂ M (Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÅÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ N × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÁÒÔÁ (U; V; x), ÞÔÏ N ∩U = {a ∈ U | xn+1(a) = · · · = xm(a) = 0}. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, N ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: ËÁÒÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (U ∩N; p(V ); (x1; : : : ; xn)); ÚÄÅÓØ p : Rm → Rn
| ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(x1; : : : ; xm) = (x1; : : : ; xn).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂M ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a ∈ U É U ∩N ÚÁÍËÎÕÔÏ × ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ U .

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ M1;M2 | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m1 ≥ m2,
f : M1 →M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É b ∈M2 | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(b) ⊂
M1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m2 −m1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(a) = b. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁÒÔÙ (U1; V1; x) ÎÁ M1 É (U2; V2; y) ÎÁ M2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ U1,
b ∈ U2 É (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á) x(a) = 0, y(b) = 0. úÁÐÉÛÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x; y: F = y◦f◦x−1 : V1 → V2.
ðÏÓËÏÌØËÕ b | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, rkF ′(0) = m2; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × m1 × m2-ÍÁÔÒÉÃÅ F ′(0) ÍÏÖÎÏ
ÎÁÊÔÉ m2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË | ÐÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ m2 | Á
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ m1−m2 ÓÔÒÏË ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ u1; : : : ; um2 ÏÔ m1 −m2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÞÔÏ xi(c) = ui(xm2+1(c); : : : ; xm1(c)) ÄÌÑ i = 1; : : : ;m2 É
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ U ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(c) = b. ÷×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ × U ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ z1; : : : ; zm1 , ÇÄÅ zi = xi
ÐÒÉ i = m2 + 1; : : : ;m1 É zi(c) = xi(c)− ui(xm2+1(c); : : : ; xm1(c)) ÄÌÑ i = 1; : : : ;m2. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÓÕÂÍÅÒ-
ÓÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÉ ÉÍÍÅÒÓÉÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÖÅÔ ÎÅ
ÂÙÔØ | ÐÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

çÌÁÄËÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ.
ïÂÒÁÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ: ÐÕÓÔØ M = S1 × S1 =
R2=Z2 | Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!); ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ h :
R2 → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : R → M , ÇÄÅ g = h ◦ ra, É ra : R → R2 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ra(t) = (t; at), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ a ∈ R. åÓÌÉ a = p=q ∈ Q, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ: g(q) = g(0) = 0 ((p; q)-ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ); ÏÂÒÁÚ ÅÇÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ S1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). åÓÌÉ a =∈ Q, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÎÁÐÒÏÔÉ×, | ÇÌÁÄËÏÅ ×ÌÏÖÅ-
ÎÉÅ, ÎÏ ÏÂÒÁÚ g(R) ⊂ M ÐÌÏÔÅÎ × M (ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ
1, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ó ËÁÖÄÙÍ m-ÍÅÒÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
TM ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : TM → M . óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ TM É �;
ÎÁÞÎÅÍ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 
 : R → M (ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M);
ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 
1 É 
2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ 
1(0) = 
2(0) É ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ
ÌÀÂÏÊ) ËÁÒÔÙ (U; V; x) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 
1(0) = 
2(0) ∈ U , ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x(
1(t)) − x(
2(t)) = o(t) ÐÒÉ
t→ 0. æÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÅÓÔØ TM ;
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : TM →M ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �(
) = 
(0).

óÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ (U; V; x) | ËÁÒÔÁ ÎÁ
M . åÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁÒÔÁ ( ~U; V × Rm; Jx) ÎÁ TM , ÇÄÅ ~U | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÙÈ

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
(0) ∈ U , Á Jx : ~U → V × Rm ÚÁÄÁÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Jx(
) = (x(
(0)); x(
(t))′|t=0); ÚÄÅÓØ ÛÔÒÉÈ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ x(
(t)) ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ (ÐÏÒÑÄËÁ 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ | ÄÌÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ | É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÅÓÌÉ Jx(
1) = Jx(
2), ÔÏ ËÒÉ×ÙÅ 
1 É 
2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ V × Rm. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈ U ; ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ V ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B"(x(a)) ⊂ V , ÇÄÅ B"(x(a)) | ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ × x(a) ∈ V . äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ v ∈ Rm ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÕÀ ~
 : R → Rm, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

1



~
(t) = x(a) + 2v"
�|v| arctg(� |v| t="). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚ ËÒÉ×ÏÊ ~
 ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × B"(x(a)) ⊂ V , ÐÏÜÔÏÍÕ ËÒÉ×ÁÑ


 = x−1 ◦ ~
 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Jx(
) = (x(a); v), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.
åÓÌÉ ' = x2 ◦ x−1

1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ËÁÒÔÙ (U1; V1; x1) Ë ËÁÒÔÅ (U2; V2; x2) ÎÁ M (× Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ
'(s) = ('1(s1; : : : ; sm); : : : ; 'm(s1; : : : ; sm))), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ
TM ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ J'(s; v) = ('(s); '′(s)v); ÚÄÅÓØ s ∈ V1, v ∈ Rm, É '′(s) : Rm → Rm | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó
ÍÁÔÒÉÃÅÊ @'i

@sj (s).
ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × TM ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÌÅËÃÉÉ 1 | ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ËÁÒÔ. îÅÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : TM → M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ (É ÇÌÁÄËÉÍ).
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï TM ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ a1 6= a2. åÓÌÉ �(a1) 6= �(a2),
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1; A2 ⊂ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �(a1) ∈ A1, �(a2) ∈ A2 É A1 ∩ A2 = ∅.
ôÏÇÄÁ �−1(A1); �−1(A2) ⊂ TM | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a1 É a2. åÓÌÉ ÖÅ
�(a1) = �(a2) def= b, ÔÏ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÅÓÌÉ U 3 b | ËÁÒÔÁ, ÔÏ �−1(U) ⊂ TM ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ U × Rm, É
ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a1 É a2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ TM ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ: ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÉÈ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ × M É cÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ × Rm.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, TM | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m.
ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ÷ÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ k Ó ÂÁÚÏÊ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ

(X;Y; p), ÇÄÅ Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, p : Y → X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ a ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X, a ∈ U (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ a)
É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : p−1(U) → Rk (ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : p−1(U) → U × Rk, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 	(v) = (p(v);  (v)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏÍ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  a def=  |p−1(a) : p−1(a) → Rk ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

2) åÓÌÉ a ∈ U1∩U2, É  1;  2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R12(a) def= ( 2)a◦( 1)−1
a :

Rk → Rk (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.
ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1(a) ⊂ Y ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X (ÓÌÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ) ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÅÓÌÉ p(v1) = p(v2) = a, É U 3 a | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
 , ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ t1v1 + t2v2 =  −1

a (t1 a(v1) + t2 a(v2)) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ t1; t2 ∈ R. ïÔ
×ÙÂÏÒÁ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á p−1(a) ÒÁ×ÎÁ k; ÂÁÚÉÓ × ÎÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÅËÔÏÒÙ  −1

a (ei), ÇÄÅ e1; : : : ; ek |
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rk. åÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ R12(a) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ.

óÅÞÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ◦� = idX .
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ  ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÁÌÉÞÉÀ k ÓÅÞÅÎÉÊ "i def=  −1(ei), i = 1; : : : ; k, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×
ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ a ∈ U ×ÅËÔÏÒÙ "i(a) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × p−1(a).

÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÁÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ×ÓÑ ÂÁÚÁ X.
ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÔÒÏÊËÁ (M;TM; �) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏ-
ÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ m. óÌÏÊ TaM def= �−1(a) ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÒÉ×ÙÈ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
(0) = a. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x1; : : : ; xm × ËÁÒÔÅ U 3 a ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å TaM , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ @

@x1
(a); : : : ; @

@xm (a): ×ÅËÔÏÒ @
@xi (a) ÅÓÔØ J−1

x (a; ei) ∈ U × Rm, ÇÄÅ e1; : : : ; em |
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rm.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ M ⊂ Rn | m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÒÉ×ÙÅ 
1; 
2 : R → M ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 
1(0) = 
2(0) def= a É 
′1(0) = 
′2(0) (ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ × Rn). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ TaM
| ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× 
′(0) ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ 
. áÆÆÉÎÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ a É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ TaM , ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË a+ 
′(0)t ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ 

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
(0) = a. ðÏÓËÏÌØËÕ 
(t) = a+
′(0)t+o(t), ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a: Õ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ v ∈ a+TaM ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ 
 ÎÁ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
vt− 
(t) = o(t).

íÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ p1 : Y1 → X1 É p2 : Y2 → X2 (ÒÁÎÇÏ× k1 É k2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (f; g), ÇÄÅ f : X1 → X2 É g : Y1 → Y2, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2 ◦ g = f ◦ p1, É
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g|p−1

1 (a) : p−1
1 (a) → p−1

2 (f(a)) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ; ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.

íÙ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : M1 → M2 ÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ
(f; f ′), ÇÄÅ f ′ : TM1 → TM2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÎÁ M1
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ f ◦ 
 ÎÁ M2. ðÕÓÔØ 
(0) = a, f(a) = b, (U; V; x) | ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a, ( ~U; ~V ; y) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ b. åÓÌÉ Jx(
) = (x(a); v) ∈ V × Rm1 , ÔÏ



Jy(f ◦ 
) = (F (x(a)); F ′(x(a))v); ÚÄÅÓØ F = y ◦ f ◦ x−1 = (F1(s1: : : : ; sm1); : : : ; Fm2(s1: : : : ; sm1)) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-
ÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , Á F ′(x(a)) | ÍÁÔÒÉÃÁ m1 × m2, ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ i; j
ÒÁ×ÅÎ @Fi

@sj (x(a)). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÒÆÉÚÍ
×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. üÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (F ◦ G)′ = F ′ ◦ G′, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ËÁÓÁ-
ÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ | ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
(ÇÌÁÄËÉÈ) ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.


