
íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ äéææåòåîãéáìøîáñ çåïíåôòéñ, ïóåîø 2013 ç

ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn ∈ R; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ x def= (x1; : : : ; xn) . CÉÍ×ÏÌÏÍ Ar(x) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ r > 0
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÅ r-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ: Ar(x) def=

( 1
n ( |x1|r + · · ·+ |xn|r)

)1=r.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ 0 < p < q, ÔÏ Ap(x) ≤ Aq(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Ar(�x) = �Ar(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, r > 0 É � > 0. ôÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÞÔÏ Ap(x) ≤ 1, ÇÄÅ x ∈ Bq def= {y ∈ Rn | Aq(y) = 1}.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï Bq ⊂ Rn ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ðÕÓÔØ x ∈ Bq | ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ Ap ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, ÇÄÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ
nApp(x) = |x1|p + · · ·+ |xn|p.

åÓÌÉ x = (x1; : : : ; xn) ∈ Bq, ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ xi ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÉÎÁÞÅ Aq(x) = 0).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ Ar ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x1; : : : ; xs > 0 É xs+1 = · · · = xn = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ≥ 1. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ y = (y1; : : : ; yn)
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÁ Ë x, ÉÍÅÅÍ y1 > 0, ÔÏ ÅÓÔØ y1 = (1 − (yq2 + · · · + yqn))1=q. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ y2; : : : ; yq
ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë x2; : : : ; xq (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, (y2; : : : ; yq) ÌÅÖÉÔ ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Rn−1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ (x2; : : : ; xq)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, nApp(y1; : : : ; yn) = (1 −
(yq2 + · · ·+ yqn))p=q + yp2 + · · ·+ ypn

def= g(y2; : : : ; yn).
ðÏÓËÏÌØËÕ (y2; : : : ; yq) ÌÅÖÉÔ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, É × ÔÏÞËÅ (x2; : : : ; xn) ÆÕÎËÃÉÑ g ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ

ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÉÍÅÅÍ @g
@xi (x2; : : : ; xn) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 2; : : : ; n. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, −p

q (1 − (xq2 + · · · + xqn))p=q−1 ·
qxq−1
i + pxp−1

i = 0 ⇔ xp−q1 xq−1
i = xp−1

i ÐÒÉ ×ÓÅÈ i = 2; : : : ; n. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ xi = 0 ÉÌÉ
xi = x1 6= 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x1 = · · · = xs; ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Aq(x) = 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ x1 = · · · = xs = (n=s)1=q.
ôÅÐÅÒØ Ap(x1; : : : ; xs; 0; : : : ; 0) = (n=s)(p−q)=pq ≤ 1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ n=s ≥ 1, Á (p− q)=pq < 0). ¤

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 ⊂ R2 ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ a É b É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ × ÎÉÈ
(ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ) ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ `a É `b. ôÅÐÅÒØ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ c ∈ S1 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ Ä×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ:
%a(c) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÚÎÁËÏÍ) ÏÔ a ÄÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ `a ∩ bc, É %b(c) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏ
ÚÎÁËÏÍ ÏÔ b ÄÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ `b ∩ ac. þÉÓÌÏ %a(c) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ c 6= a; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ R
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÔÏÞËÁ c ∈ S1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ %a(c) = �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, %b(c) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ c 6= b, É
∀� ∈ R∃!c ∈ S1 : %b(c) = �. åÓÌÉ ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ, ËÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, %b(c) = 1=%a(c) ÄÌÑ
×ÓÅÈ c 6= a; b (Ô.Å. ×ÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ).

÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ RP 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ×ÉÄÁ [x : y], ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ
x; y ∈ R ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, É ÐÁÒÙ [x : y] É [tx : ty] ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ RP 1)
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R \ {0}. äÌÑ ÔÏÞËÉ [x : y] ∈ RP 1 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ �0([x : y]) = x=y É �1([x : y]) = y=x. þÉÓÌÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (Ô.Å. ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ [x : y] ÎÁ [tx : ty]); ÐÅÒ×ÏÅ | ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË RP 1, ËÒÏÍÅ
[1 : 0], Á ×ÔÏÒÏÅ | ËÒÏÍÅ [0 : 1]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ∈ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÔÏÞËÁ
[x : y] = [� : 1] ∈ RP 1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �0([x : y]) = �, Á ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÁ [x : y] = [1 : �] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �1([x : y]) = �. äÌÑ
×ÓÅÈ [x : y] 6= [1 : 0]; [0 : 1] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1([x : y]) = 1=�0([x : y]).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 → RP 1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÔÏÞËÅ c ∈ S1 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ
ÐÁÒÕ [x : y] ∈ RP 1 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ %a(c) = �0([x : y]) É/ÉÌÉ %b(c) = �1([x : y]). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
×ÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÔÏÞËÕ [x : y] ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ (Á ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÇÄÁ), ÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ |
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ Ä×Õ-
ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ëÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË RP 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ? ëÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ RP 1 → RP 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX?
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OY ? ÐÏ×ÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ? ëÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ RP 1 → RP 1?

1



ðÕÓÔØ M | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. m-ÍÅÒÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ (U; V; x), ÇÄÅ U ⊂M
É V ⊂ Rm | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á x : U → V | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. m-
ÍÅÒÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ÎÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÒÔ {(U�; V�; x�) | �inA} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ⋃

� U� = M É
ÅÓÌÉ (U1; V1; x1) É (U2; V2; x2) | Ä×Å ËÁÒÔÙ, É U def= U1 ∩ U2 6= ∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ '12

def= x2 ◦ x−1
1 :

W1 → W2, ÇÄÅ W1
def= x1(U), W2

def= x2(U), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ (ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ×). ä×Á ÁÔÌÁÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ | ÓÎÏ×Á ÁÔÌÁÓ
(ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ËÁÒÔÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÁÔÌÁÓÏ× ÇÌÁÄËÏÅ).
m-ÍÅÒÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ
ÂÁÚÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÔÌÁÓÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
×ÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ '21 = x2 ◦ x−1

1 ÇÌÁÄËÏ.
ðÒÉÍÅÒ 3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ Rm: ÁÔÌÁÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ U , V = U , ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = id.
ðÒÉÍÅÒ 4. M = Sm = {(t0; : : : ; tm) | t20 + · · ·+ t2m = 1}. áÔÌÁÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ: U1 = Sm \ {(1; 0; : : : ; 0)}
É U2 = Sm \ {(−1; 0; : : : ; 0)}; V1 = V2 = Rm. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x(1)(t0; : : : ; tm) = (t1=(1 − t0); : : : ; tm=(1 − t0)) É
x(2)(t0; : : : ; tm) = (t1=(1+t0); : : : ; tm=(1+t0)). üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x(1)(t0; : : : ; tm) =
(y1; : : : ; ym) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ t0 = (Y − 1)=(Y + 1); ti = 2yi=(Y + 1), ÇÄÅ i = 1; : : : ;m É Y def=
y2

1 + · · ·+ y2
m; ÄÌÑ x(2) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ W1 = Rm \ {(0; 0; : : : ; 0)} × W2 = W1

É ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ '12(y1; : : : ; ym) = (y1=Y; : : : ; ym=Y ).
ðÒÉÍÅÒ 5. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ RP 1 | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ëÁÒÔÙ ÎÁ S1 ÜÔÏ Ua =
S1 \{a}, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ %a, Va = R É Ub = S1 \{b}, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ %b; Vb = R. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ 1=y : R\{0} →
R \ {0}. ëÁÒÔÙ ÎÁ RP 1 ÜÔÏ U0 = RP 1 \ {[1 : 0]}, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ �0, V0 = R É U1 = RP 1 \ {[0 : 1]}, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ �1,
V1 = R. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bq | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÜÔÏ (x2; : : : ; xn).
ðÒÉÍÅÒ 6. M = RPm = (Rm+1 \ {0})=(v ∼ tv; ∀t 6= 0; v ∈ Rm+1 \ {0}). ëÁÒÔÙ Ui = {[t0 : · · · : tm] | ti 6= 0}, i =
0; : : : ;m. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x(i) : Ui → Rm ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x(i)([t0 : · · · : tm]) = (t0=ti; : : : ; ti−1=ti; ti+1=ti; : : : ; tm=ti).
üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÅÓÌÉ x(i)([t0 : · · · : tm]) = (y1; : : : ; ym), ÔÏ [t0 : · · · : tm] ∼ [y1 : · · · :
yi−1 : 1 : yi : · · · : ym] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: x(i) ◦ (x(j))−1(y1; : : : ; ym) =
(z1; : : : ; zm), ÇÄÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ i, j É k ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ zk = y`=yi (ÐÒÉ ` = k ÉÌÉ ` = k+1), ÌÉÂÏ zk = 1=yi
(ÒÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÉÍÅÎÎÏ i, j É k ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ m = 1 ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÁÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ �0; �1 ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ
2.
ðÒÉÍÅÒ 7. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ: ÐÕÓÔØ M = G(n; k;R) | ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × Rn. îÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ
ÇÌÁÄËÏÇÏ k(n − k)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ e1; : : : ; en | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn.
÷ÙÂÅÒÅÍ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {i1; : : : ; ik} ⊂ {1; 2 : : : ; n} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ui1;:::;ik ⊂ G(n; k;R) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L ∈ G(n; k;R), × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ h1; : : : ; hk, ÇÄÅ hi def= ∑n

j=1 �ijej É (i1; : : : ; ik)-ÍÉÎÏÒ
ÍÁÔÒÉÃÙ �ij ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ (�ij)1≤j≤n

1≤i≤k ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ui1;:::;ik
ÅÓÔØ ×ÅÓØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ (Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÎÅÍ).

ðÕÓÔØ L ∈ Ui1;:::;ik É h1; : : : ; hk | ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A0 ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ �ij ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ (i1; : : : ; ik)-
ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ É ÐÕÓÔØ gi = ∑k

j=1 rijhj , ÇÄÅ A−1
0 = (rij)1≤i;jek. ôÏÇÄÁ gs = eis +∑

j =∈{i1;:::;ik} �sjej . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓ
gs Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ: ÅÓÌÉ × a ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ ~gs = eis + ∑

j =∈{i1;:::;ik}
~�ijej , ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

~gi = gi (ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ~gi ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ g).
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ k × (n − k)-ÍÁÔÒÉÃÙ �ij ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï b ∈ Ui1;:::;ik ,

ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ gs def= eis+∑n
j =∈{i1;:::;ik} �sjej , 1 ≤ s ≤ k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ij Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

çÒÁÓÓÍÁÎÁ × ËÁÒÔÅ Ui1;:::;ik . ðÅÒÅÈÏÄ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ × ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÁÒÔ ÚÁÄÁÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÌÁÄËÉÍ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å {(x; y) | xy = 0} ⊂ R2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ (1; 0) ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÕÀ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ n = 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÁÑ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (0; 0) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 4 ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ ÎÅÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ × R1 ÎÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÁÒÔ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
ÐÅÒÅÈÏÄÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× V ⊂ Rn É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ V1; V2 ÚÁÄÁÎÏ
ÇÌÁÄËÏÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ '12 : V ′1 → V ′2 , ÇÄÅ V ′1 ⊂ V1 É V ′2 ⊂ V2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á



(×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÙÅ), ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M | ÄÉÚß-
ÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ V (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ). ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼: a ∼ b,
ÅÓÌÉ a ∈ V ′1 , b ∈ V ′2 É b = '12(a). ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) M ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∼.
îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ . åÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V�, � ∈ A, ÔÏ ÉÈ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
t�inAV� ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ (a; �), ÇÄÅ � ∈ A, Á a ∈ V�. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅ-
ÎÉÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ t�∈AV� ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a ∈ V� | (a; �) ∈ U}
ÏÔËÒÙÔÏ.

åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V É ÎÁ ÎÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ≈, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
V= ≈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ V= ≈
ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × V ) ÏÔËÒÙÔÏ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ V )
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ RP 1 ≈ S1 × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÁË ÒÁÚ ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÉ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ × RP 1 É S1 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÌÁÄËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ×
Rm É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ,
ÞÔÏÂÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÒÅÃÅÐÔÕ, ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ (ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕ-
ÛÉÔØÓÑ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ) É ÉÍÅÌÁ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÒÔ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÓÞÅÔÎÏ).
ðÒÉÍÅÒ 9 (ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÓÔÉ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ). ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ R ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ: x ≈ y ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ x = y = 0, ÌÉÂÏ x; y 6= 0. æÁËÔÏÒ R= ≈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, 0 É a, Ó ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÊ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ \Ó×ÑÚÎÏÇÏ Ä×ÏÅÔÏÞÉÑ": ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a} ÏÔËÒÙÔÏ, Á {0} | ÎÅÔ.
ðÒÉÍÅÒ 10 (ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï \ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ"). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÔÌÁÓ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ: V1 = V2 = R, V ′1 = V ′2 = R\{0},
'12 = id. ôÏÇÄÁ \ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ" M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ R \ {0} É ÅÝÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, 01 É 02. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË 01 É 02
×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÉÈ É ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (−"; ") \ {0}, " > 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ 01 É 02 ÎÅÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M1 →M2 Ä×ÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ (U1; V1; x(1)) ÎÁ M1 É ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ (U2; V2; x(2)) ÎÁ M2
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x(2) ◦f ◦ (x(1))−1 : W1 →W2, ÇÄÅ W1 = x(1)(f−1(U2)∩U1) É W2 = x(2)(f(f−1(U2)∩U1)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÇÌÁÄËÉÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x(2) ◦ f ◦ (x(1))−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x(1); x(2).

çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ M .
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.
ðÒÉÍÅÒ 11. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 → RP 1, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÐÒÉÍÅÒÅ 2, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, É
ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÔÏÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

ðÕÓÔØ f : M1 → M2 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m1 É m2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É
a ∈ M1. ðÕÓÔØ x(1) É x(2) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ËÁÒÔÁÈ U1 3 a É U2 3 f(a) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ F = x(2) ◦ f ◦
(x(1))−1 : V1 → V2 | ÚÁÐÉÓØ f × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ; ÚÄÅÓØ V1 ⊂ Rm1 É V2 ⊂ Rm2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. åÓÌÉ
x(1)(a) = (a1; : : : ; am1), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ F (a) = (F1(a1; : : : ; am1); : : : ; Fm2(a1; : : : ; am1)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ F ′(x(1)(a)) = @Fi
@aj (a) ÒÁÚÍÅÒÁ m1 ×m2. ÷×ÅÄÅÍ × ËÁÒÔÁÈ U1; U2 ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

y(1) = '1 ◦ x(1) É y(2) = '2 ◦ x(2), ÇÄÅ '1 : V1 → V ′1 É '2 : V2 → V ′2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
ôÏÇÄÁ ~F = '1 ◦ F ◦ '−1

2 | ÚÁÐÉÓØ f × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y(1); y(2), É ~F ′(y(1)(a)) = '′1 ◦ F ′(x(1)(a)) ◦ '′−1
2 . íÁÔÒÉÃÙ

F ′(x(1)(a)) É ~F ′(y(1)(a)) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÐÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÎÇ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, rkF ′(x(1)(a)) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É ÔÏÞËÉ a; ÏÎ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rk f ′(a).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, rk f ′(a) ≤ min(m1;m2). åÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ, ÔÏ ÔÏÞËÁ a ∈ M1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ,
Á ÔÏÞËÁ f(a) ∈ M2 | ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ rk f ′(a) = m1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ M1, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ); ÅÓÌÉ rk f ′(a) = m2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ M1, ÔÏ ÓÕÂÍÅÒÓÉÅÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÉÍÍÅÒÓÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ m1 ≤ m2, Á ÓÕÂÍÅÒÓÉÉ ÐÒÉ m1 ≥ m2.
ðÒÉÍÅÒ 12. éÍÍÅÒÓÉÑ S1 → M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × M . åÓÌÉ f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ f ′(a) = 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ. óÕÂÍÅÒÓÉÑ M → R ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÅÚ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË.


