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1. Â êàêèõ òî÷êàõ íåïðåðûâíû ôóíêöèè: sin 1
x ; x sin

1
x ;

1
x sinx; (−1)[1/x]; 1

[1/x] .

2. Îïèøèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó

à) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y); á) ψ(x+ y) = ψ(x)ψ(y).

3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òåîðåìû î ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

• òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà;

• òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè îáùåé òî÷êè ó ñèñòåìû âëîæåííûõ îòðåçêîâ;

• òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ó îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùåéñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè;

• òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ó ïîêðûòèÿ îòðåçêà èíòåðâàëàìè êîíå÷íîãî ïîäïîêðû-
òèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè f , íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b]:

• ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà;

• ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà;

• åñëè f(a) < 0 < f(b), òî f(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ [a, b];

• ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà:
∀ε>0 ∃δ>0 : ∀x, y∈[a, b] |x− y|<δ ⇒ |f(x)− f(y)|<ε .

(à) (Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà.) Äîêàæèòå ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
(á) (Ñèëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà.) Âûâåäèòå êàæäîå èç ïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè èç êàæäîé ïðèâåäåííîé òåîðåìû î äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ (ýòîò ïóíêò
âêëþ÷àåò 4× 4 = 16 çàäà÷).

4. Äàéòå òðè îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ïî àíà-
ëîãèè ñ îïðåäåëåíèÿìè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè) è äîêàæèòå èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîëíûé ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈M ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1] →M , òàêîå,
÷òî f(0) = a, f(1) = b.
Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå
äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè åäèí-
ñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè,
ÿâëÿþòñÿ M è ∅.

5. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è ëèíåéíî ñâÿçíûì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.

7. Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà à) ïðÿìîé R; á) ïðîñòðàíñòâà Qp p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë.

8. Ïóñòü Æ ⊂ R2 åñòü îáúåäèíåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin 1/x è îòðåçêà x = 0,−1 6
y 6 1. Ïîêàæèòå, ÷òî Æ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì.



9. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíèìàåò âñå ïðîìå-
æóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

10. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí.

Èìååòñÿ ñëåäóþùèå òðè îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè (èç êîòîðûõ îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäíåå): ïðîñòðàíñòâî M êîìïàêòíî, åñëè
(à) M åñòü çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Rn;
(á) èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â M ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü;
(â) èç ëþáîãî ïîêðûòèÿM îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå.

11. Äîêàæèòå, ÷òî â) ⇒ á). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ â Rn âñå òðè îïðåäåëåíèÿ
ðàâíîñèëüíû.

12. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå
(à) îãðàíè÷åííà;
(á) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà;
(â) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà îáðàçå èñõîäíîãî, òàêæå íåïðåðûâíî.


