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Îïðåäåëåíèå ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê Uε(a) = {x|a−ε <
x < a + ε}. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} (îáîçíà÷åíèå: a =
lim an), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî,
íàõîäÿòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

1. Ñôîðìóëèðóéòå, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an}. Äîêàæèòå, ÷òî 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1

n .

2. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîãî ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N |an − am| < ε.

3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë, ôóíäàìåíòàëüíà.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, íå èìåþùåé ïðåäåëà.

Àêñèîìà ïîëíîòû â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

1) Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷êó .
2) Ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.
3) Ëþáàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.
4) Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ôîðìóëèðîâêè àêñèîìû ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.

6. Äîêàæèòå, ÷òî âàøà ëþáèìàÿ ìîäåëü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
ïîëíîòû.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â ëþáîé ε-îê-
ðåñòíîñòè êîòîðîé èìåþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ òî÷êà â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå
÷èñëî åå ÷ëåíîâ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ñîõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé åå ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê îòðåçêà [0, 1] èìååòñÿ ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà.

9. Íàéäèòå ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâ

à) (2+(−1)n)
n ; á) { 1

m + 1
n | m,n ∈ N}; â) {sinn}.



10. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìåþò ïðåäåëû, è (äëÿ ïóíêòîâ
à-æ) íàéäèòå ýòè ïðåäåëû.
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