
Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé Óíèâåðñèòåò

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç 1-é êóðñ 6 ñåíòÿáðÿ 2013 ãîäà

1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:

(1 + x)n > 1 + nx (n − íàòóðàëüíîå, x > −1).

2. Óêàæèòå òàêîå íàòóðàëüíîå n > 1, ÷òî 2n > n1000.

3. Óêàæèòå òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 1, 0001n > 1000000.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 100
√
2 < 1, 01.

5. Ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì k âåëè÷èíà k2

1,001k
ìàêñèìàëüíà?

Îïðåäåëåíèå. Îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
ïàð M ×M . Îòíîøåíèå R ⊂M ×M íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè
îíî

• ñèììåòðè÷íî, ò.å. (x, y) ∈ R⇒ (y, x) ∈ R;

• òðàíçèòèâíî, ò.å. (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R;

• ðåôëåêñèâíî, ò.å. (x, x) ∈ R ∀x ∈M .

Ìíîæåñòâî ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî R ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M íàçûâà-
åòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè.

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà êàê êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Îïðåäåëèòå îïå-
ðàöèè íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêî-
ñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è íå ñîâïàäàþùàÿ ñ îñüþ îðäèíàò.

7. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà âàøåìó.
Îïðåäåëèòå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå öåëî÷èñëåííûõ ïðÿìûõ.

8. ×òî òàêîå
√
2?

9. Äîêàæèòå, ÷òî
√
2 +

√
3 èððàöèîíàëüíî.

(Äîêàçàòåëüñòâî:
√
2 +

√
3 = 1, 41 · · ·+ 1, 73 · · · = 3, 14 . . . − èððàöèîíàëüíî.)

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà a1
√
b1+· · ·+ak

√
bk èððàöèîíàëüíà, åñëè ai öåëûå, à bi ðàçëè÷íûå

ïîëîæèòåëüíûå öåëûå, ñâîáîäíûå îò êâàäðàòîâ.

11. Ðàöèîíàëüíî ëè ÷èñëî sin 20o?

12. Öåëî÷èñëåííûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè îêðóæåíû êðóæêàìè ðàäèóñîì 10−10. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò à) åùå õîòÿ áû
îäèí êðóæîê; á) áåñêîíå÷íî ìíîãî êðóæêîâ.

13. Åñòü ëè ðàöèîíàëüíûå êîðíè ó ìíîãî÷ëåíîâ à) 16 + 8x + 2x2 + 2x3 + x4; á) 6 + 2x2 +
3x3 + 6x4; â) 10 + 5x+ 10x2 + 2x4?

14. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà a è b, òàêèå ÷òî à) a + b, ab

ðàöèîíàëüíû; á) ab ðàöèîíàëüíî.



15. Äîêàæèòå, ÷òî à) ñóùåñòâóåò ïàðà öåëûõ ÷èñåë m è n, òàêàÿ ÷òî |m− n
√
2| < 10−10;

á) òàêèõ ïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Öåïíûå äðîáè.1 Ïàðû (m,n) èç ïîñëåäíåé çàäà÷è äàþò ïðèáëèæåíèå
√
2 ≈ m

n ñ âûñî-
êîé òî÷íîñòüþ (ïîðÿäêà 1

1010n ). Íèæå îïèñàíû ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè.
Ìåòîä âáèâàíèÿ êîëûøêîâ. Èçîáðàçèì ÷èñëî α (ïîëîæèòåëüíîå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè) ëó-
÷îì y = αx â ïåðâîì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè. Îòìåòèì öåëûå òî÷êè (k, n), k, n ∈ Z+. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Γ+ è Γ− ëîìàíûå, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòÿìè ãðàíèö âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìíîæåñòâ öåëûõ
òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âûøå è íèæå ëó÷à ñîîòâåòñòâåííî (ðèñóíîê íåîáõîäèì). Çàíóìåðóåì
åäèíîé íóìåðàöèåé âåðøèíû uk = (qk, pk) îáåèõ ëîìàíûõ, u2k−1 ∈ Γ−, u2k ∈ Γ+.

16. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà pk/qk ïðèáëèæàþò α ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé 1/(qk)
2.

Ìåòîä âûòÿãèâàíèÿ íîñîâ. Ìû ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëîãðàììîâ, íàòÿíóòûõ
íà âåêòîðû Ouk−1, Ouk. Âåðøèíà N ñ êîîðäèíàòàìè uk−1 + uk, ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíå O,
íàçûâàåòñÿ ¾íîñîì¿. Íà÷àëüíûé ïàðàëëåëîãðàìì � åäèíè÷íûé êâàäðàò, u−1 = (0, 1), u0 =
(1, 0). Äàëåå ïîñòóïàåì òàê: ïåðåìåùàåì îòðåçîê uk−1N âäîëü ïðÿìîé, íà êîòîðîé îí ëåæèò,
äî òåõ ïîð, ïîêà òî÷êà N íå ïåðåñå÷åò èñõîäíûé ëó÷, è åùå íåìíîãî, ÷òîáû êîíöû ñäâèíóòîãî
îòðåçêà ïîïàëè â öåëûå òî÷êè. Íà÷àëî ñäâèíóòîãî îòðåçêà îáîçíà÷èì ÷åðåç uk+1. Ýòî è çàäàåò
íîâûé ïàðàëëåëîãðàìì.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå òî÷êè uk � òå æå, ÷òî è â ìåòîäå âáèâàíèÿ êîëûøêîâ.

18. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïàðàëëåëîãðàììû èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîùàäü 1. Âûâåäèòå îòñþäà ðàâåí-
ñòâî |pk/qk − pk+1/qk+1| = 1/(qkqk+1), ïðèâîäÿùåå ê òîé æå îöåíêå íà ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ
÷èñëà α, ÷òî è âûøå.

Öåïíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ äðîáü âèäà a1 +
1

a2+
1

a3+...

, ai ∈ N (a1 > 0).

19. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè (öåïíàÿ äðîáü êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåò
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî).

Åñëè â áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè îòáðîñèòü âñå ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ (n + 1)-ãî, òî ïîëó÷àòñÿ
ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.

20. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðèáëèæåíèÿìè, ïîëó-
÷åííûìè ìåòîäàìè âáèâàíèÿ êîëûøêîâ è âûòÿãèâàíèÿ íîñîâ. Êàê ïðè ïîìîùè ýòèõ ìåòîäîâ
îïðåäåëèòü ÷èñëà ak?

Ïóñòü, íàïðèìåð, α =
√
2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ìíîãîêðàòíî ðàâåíñòâîì

√
2 = 1 + 1

1+
√
2
, ïîëó-

÷àåì

√
2 = 1 +

1

1 +
√
2
= 1 +

1

2 +
1

1 +
√
2

= 1 +
1

2 +
1

2 +
1

1 +
√
2

= 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + . . .

Òàêèì îáðàçîì, öåïíàÿ äðîáü äëÿ ÷èñëà
√
2 áåñêîíå÷íà, ÷òî äàåò àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëü-

ñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà
√
2.

21. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü ÷èñåë
√
3,
√
5,
√
6.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà α â öåïíóþ

äðîáü ïåðèîäè÷íà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî α ïðåäñòà-

âèìî â âèäå α = a +
√
b, ãäå a è b ðàöèîíàëüíû, èíûìè ñëîâàìè, êîãäà α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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