
Ëèñòîê 6. Ïîëå Äèðàêà
( Ñêàíû/ôîòî ðåøåíèé äàííîãî ëèñòêà ïðèíèìàþòñÿ äî: 27.10.13

íà e-mail: grigory@princeton.edu )

Âñå çàäà÷è â ýòîì ëèñòêå âçÿòû èç êíèãè Ïåñêèíà Øðåäåðà, ãëàâà 3.
© 1. (45 áàëëîâ) Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà
Èòàê êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ëîðåíöà:

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ). (0.1)

(a). (15 áàëëîâ) Îïðåäåëèì ãåíåðàòîðû ïîâîðîòîâ è áóñòîâ ïî ôîðìóëàì

Li =
1

2
εijkJ jk, Ki = J0i, (0.2)

ãäå i, j, k = 1, 2, 3. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

Φ→ (1− iθ ·L− iβ ·K)Φ. (0.3)

Çàïèøèòå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Li è Ki ÿâíî. Ïîêàæèòå, ÷òî êîìáèíàöèè

J+ =
1

2
(L+ iK), J− =

1

2
(L− iK) (0.4)

êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, è ïî îòäåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì
ìîìåíòà èìïóëüñà.

(b). (15 áàëëîâ) Êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé íóìåðóþòñÿ äîïóñòèìûìè
çíà÷åíèÿì îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà: öåëûìè è ïîëóöåëûìè ÷èñëàìè. Èç ðåçóëüòàòà ÷àñòè (a) ñëå-
äóþò, ÷òî âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì öåëûõ èëè
ïîëóöåëûõ ÷èñåë, (j+, j−), êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü cîîòâåòñòâóþò ïàðå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ïî-
âîðîòîâ. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî J = σ/2 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíà-1/2, çàïèøèòå ÿâíî çàêîí ïðåîáðà-
çîâàíèÿ äëÿ 2-êîìïîíåíòíûõ îáúåêòîâ ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèÿì (1

2
, 0) è (0, 1

2
) ãðóïïû

Ëîðåíöà. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî åñòü â òî÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ψL è ψR:

ψL → (1− iθ · σ
2
− β · σ

2
)ψL, ψR → (1− iθ · σ

2
+ β · σ

2
)ψR. (0.5)

(ñ). (15 áàëëîâ) Òîæäåñòâî σT = −σ2σσ2 ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ψL â ýêâè-
âàëåíòíîé ôîðìå

ψ′ → ψ′(1 + iθ · σ
2

+ β · σ
2

), (0.6)

ãäå ψ′ = ψTLσ
2. Èñïîëüçóÿ ýòîò çàêîí, ìû ìîæåì çàïèñàòü îáúåêò, êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ïî

ïðåäñòàâëåíèþ (1
2
, 1
2
) êàê 2 × 2 ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó ψR ñ ëåâîé ñòîðîíû è

îäíîâðåìåííî ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó òðàíñïîíèðîâàííîãî ψL ñ ïðàâîé. Çàïèøèòå ýòó ìàòðèöó
â âèäå (

V 0 + V 3 V 1 − iV 2

V 1 + iV 2 V 0 − V 3

)
. (0.7)
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Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåêò V µ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð.

© 2 (10 áàëëîâ). Òîæäåñòâî Ãîðäîíà

Âûâåäèòå òîæäåñòâî

ū(p′)γµu(p) = ū(p′)

[
p′µ + pµ

2m
+
iσµνqν

2m

]
u(p), (0.8)

ãäå q = (p′ − p).

© 3 (45 áàëëîâ). Ïðîèçâåäåíèå ñïèíîðîâ

Ïóñòü kµ0 , k
µ
1 ôèêñèðîâàííûå 4-âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå k20 = 0, k21 = −1, k0 · k1 = 0. Îïðåäåëèì

áàçèñ ñïèíîðîâ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: Ïóñòü uL0 áóäåò ëåâîïîëÿðèçîâàííûì ñïèíîðîì äëÿ ôåðìè-
îíà ñ èìïóëüñîì k0. Ïóñòü uR0 = 6 k1uL0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñâåòîïîäîáíîãî èìïóëüñà p (p2 = 0),
îïðåäåëèì:

uL(p) =
1√

2p · k0
6 puR0, uR(p) =

1√
2p · k0

6 puL0. (0.9)

Òàêîé íàáîð óñëîâèé îïðåäåëÿåò ñïèíîðû îäíîçíà÷íî (êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà p ïàðàëëåëåí k0).

(a). (15 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, ÷òî 6 k0uR0 = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâåòîïîäîáíîãî p
6 puL(p) = 6 puR(p) = 0.

(b). (15 áàëëîâ) Äëÿ k0 = (E, 0, 0,−E), k1 = (0, 1, 0, 0), ïîñòðîéòå uL0, uR0, uL(p) è uR(p) ÿâíî.

(c). (15 áàëëîâ) Îïðåäåëèì ñïèíîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ s(p1, p2) è t(p1, p2), äëÿ ñâåòîïîäîíûõ p1,
p2, ïî ôîðìóëàì

s(p1, p2) = ūR(p1)uL(p2), t(p1, p2) = ūL(p1)uR(p2). (0.10)

Èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ uλ â ÷àñòè (b), âû÷èñëèòå ñïèíîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâíî è ïî-
êàæèòå, ÷òî t(p1, p2) = (s(p2, p1))

∗ è s(p1, p2) = −s(p2, p1). Òàêæå ïîêàæèòå, ÷òî

|s(p1, p2)|2 = 2p1 · p2. (0.11)

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ñïèíîðû ýòî êâàäðàòíûå êîðíè èç cêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4-âåêòîðîâ.

© 4 (100 áàëëîâ). Ìàéîðàíîâñêèå ôåðìèîíû
Ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå äëÿ áåçìàññîâîãî 2-êîìïîíåíòíîãî ôåðìèîííîãî ïîëÿ, êîòîðîå ïðå-

îáðàçóòåñÿ êàê âåðõíèå äâå êîìïîíåíòû Äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà (ψL) ìîæíî çàïèñàòü êàê:

i(∂0 − σ ·∇)ψL = 0 (0.12)

Îáîçíà÷èì òàêîå äâóõêîìïîíåíòíîå ïîëå χa(x), a = 1, 2.

(a). (20 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ χ(x), êàê äëÿ ìàññèâíîãî ïîëÿ
â ñëåäóþùåì âèäå

iσ̄ · ∂χ− imσ2χ∗ = 0. (0.13)
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Òî åñòü, ïîêàæèòå âíà÷àëå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûì, à çàòåì,
÷òî èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà (∂2 +m2)χ = 0. Òàêàÿ ôîðìà ôåðìèîííîé
ìàññû íàçûâàåòñÿ Ìàéîðàíîâñêîå ìàññîâîå ñëàãàåìîå.

(b). (20 áàëëîâ) Ñëåäóåò ëè óðàâíåíèå Ìàéîðàíà èç ëàãðàíæèàíà? Êàçàëîñü áû, ìàññîâîå ñëàãà-
åìîå, ïîëó÷àåòñÿ âàðüèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (σ2)abχ

∗
aχ
∗
b ; Îäíàêî, òàê êàê σ2 � àíòèñèììåòðè÷íàÿ

ìàòðèöà, ýòî âûðàæåíèå îáðàòèëîñü áû â íóëü, åñëè áû χ(x) áûëî áû îáû÷íûì c-÷èñëîâûì ïîëåì.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ χ(x) ñòàíîâèòñÿ àíòèêîììóòèðóþùèì êâàí-
òîâûì ïîëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë ðàçâèâàòü êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ, ðàññìàòðèâàÿ
χ(x) êàê êëàññè÷åñêîå àíòèêîììóòèðóþùåå ïîëå, òî åñòü êàê ïîëå, êîòîðîå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â ãðàññìàíîâûõ ÷èñëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

αβ = −βα, äëÿ ëþáûõ α, β. (0.14)

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî α2 = 0. Ãðàññìàíîâî ïîëå ξ(x) ìîæåò áûòü ðàçëî-
æåíî ïî áàçèñó ôóíêöèé êàê

ξ(x) =
∑
n

αnφn(x), (0.15)

ãäå φn(x) � îðòîãîíàëüíûå c-÷èñëîâûå ôóíêöèè è αn � íàáîð íåçàâèñèìûõ ãðàññìàíîâûõ ÷è-
ñåë. Îïðåäåëèì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ãðàññìàíîâûõ ÷èñåë êàê îáðàùàþùåå èõ
ïîðÿäîê:

(αβ)∗ ≡ β∗α∗ = −α∗β∗. (0.16)

Ýòî ïðàâèëî ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì êâàíòîâûõ ïîëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî
êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå

S =

∫
d4x

[
χ†iσ̄ · ∂χ+

im

2
(χTσ2χ− χ†σ2χ∗)

]
, (0.17)

(ãäå χ† = (χ∗)T ) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì (S∗ = S) è âàðüèðîâàíèå S îòíîñèòåëüíî χ è χ∗ ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ Ìàéîðàíà.

(c). (20 áàëëîâ) Çàïèøåì 4-êîìïîíåíòíîå äèðàêîâñêîå ïîëå

ψ(x) =

(
ψL
ψR

)
(0.18)

è íàïîìíèì, ÷òî íèæíÿÿ êîìïîíåíòà ψ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ, óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíî-
ìó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ψL. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïåðåïèñàòü 4-êîìïîíåòíîå
äèðàêîâñêîå ïîëå â òåðìèíàõ äâóõ 2-êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ:

ψL(x) = χ1(x), ψR(x) = iσ2χ∗2(x). (0.19)

Ïåðåïåøèòå ëàãðàíæèàí Äèðàêà â òåðìèíàõ χ1 è χ2 è îáðàòèòå âíèìàíèå íà ôîðìó ìàññîâîãî
ñëàãàåìîãî.

(d). (20 áàëëîâ) Ïîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå ïóíêòà (c) èìååò ãëîáàëüíóþ ñèììåòðèþ. Âû÷èñëèòå
äèâåðãåíöèè òîêîâ

Jµ = χ†σ̄µχ, Jµ = χ†1σ̄
µχ1 − χ†2σ̄µχ2, (0.20)
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äëÿ òåîðèé ïóíêòîâ (b) è (ñ) ñîîòâåòñòâåííî, è ñâÿæèòå ðåçóëüòàòû ñ ñèììåòðèÿìè ýòèõ òåî-
ðèé. Ïîñòðîéòå òåîðèþ èç N ñâîáîäíûõ ìàññèâíûõ 2-êîìïîíåíòíûõ ôåðìèîííûõ ïîëåé ñ O(N)
ñèììåòðèåé (òî åñòü ñ âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå).

(e). (20 áàëëîâ) Ïðîêâàíòóéòå òåîðèþ Ìàéîðàíà ïóíêòîâ (à) è (b). Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðè-
òå χ(x) êàê êâàíòîâîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå êàíîíè÷åñêîìó àíòèêîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ

{χa(x), χ†b(y)} = δabδ
(3)(x− y). (0.21)

Ïîñòðîéòå ýðìèòîâûé ãàìèëüòîíèàí è íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñî-
îòíîøåíèé, êîòîðîå äèàãîíàëèçóåò ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ íàáîðà îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè-
÷òîæåíèÿ. (Ïîäñêàçêà: ñðàâíèòå ïîëå χ(x) ñ äâóìÿ âåðõíèìè êîìïîíåíòàìè ïðîêâàíòîâàííîãî
äèðàêîâñêîãî ïîëÿ)
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