
Листок 5. Связь континуального интеграла и классической
статфизики

Решения

© 1. (25 баллов) Полубесконечная струна
Данную статистическую сумму можно записать как:

Z(q0) = lim
T→∞

∫
dqf

∫ q(T )=qf

q(0)=q0

[Dq(τ)]e−β
∫ T
0 dτ( 1

2( dqdτ )
2
+V (q)). (0.1)

Далее, как мы знаем, интеграл по путям равен матричному элементу от оператора эволюции в
квантовой механике (β = 1

~ = 1):

Z(q0) = lim
T→∞

∫
dqf〈qf |U(T, 0)|q0〉 = lim

T→∞

∫
dqf〈qf |e−TH |q0〉, (0.2)

где Ĥ = 1
2
p̂2+V (q). Вставляя полный набор собственных состояний Гамильтониана: 1 =

∑∞
n=0 |n〉〈n|,

мы получаем

Z(q0) = lim
T→∞

∫
dqf

∞∑
n=0

〈qf |n〉e−TEn〈n|q0〉 →
(

lim
T→∞

∫
dqfΨ0(qf )e

−E0T
)
Ψ∗0(q0) = const ·Ψ∗0(q0). (0.3)

Так как статсумма является вещественной функцией, можно записать

Z(q0) = const ·Ψ0(q0). (0.4)

С одной стороны мы видим, что константа при E0 > 0 стремится к нулю, но мы всегда можем
нормировать нашу статистическую сумму так, чтобы сократить эту константу. В общем случае
мы также не придаем значения бесконечным константам перед функциональным интегралом или
интегралом по путям, так как обычно при подсчете физических величин такие бесконечные кон-
станты сокращаются.
© 2. (25 баллов). Временное упорядочeние

Ответ на вопрос на засыпку: ψq0(q) = 〈q|q0〉 = δ(q − q0).
Сама задача была по сути очевидной, так как мы уже получили равенство на лекции:

〈q(τ1)...q(τN)〉 = 〈0|T (q̂E(τ1)q̂E(τ2)...q̂E(τN))|0〉. (0.5)

Далее, делая Виковский поворот (τk = eiαtk, α → π
2
− 0): τk = (i − 0)tk мы не нарушаем T

упорядочение (т. е. если изначально τi > τj, то и ti > tj), поэтому получим

〈q(τ1)...q(τN)〉 = 〈0|T (q̂(t1)q̂(t2)...q̂(tN))|0〉. (0.6)

© 4. Теорема Вика для ПГО (Простого Гармонического Осциллятора)

(a). (25 баллов) Итак мы имеем

φ(t) =
1√
2m

(ae−imt + a†eimt). (0.7)
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Пусть теперь t > t′ откуда получаем

T (φ(t)φ(t′)) = φ(t)φ(t′) =
1

2m
(ae−imt + a†eimt)(ae−imt

′
+ a†eimt

′
) =

=
1

2m
(a2e−imt−imt

′
+ a†aeimte−imt

′
+ (a†)2eimt+imt

′
+ aa†e−imt+imt

′
) =

=
1

2m
(a2e−imt−imt

′
+ a†aeimte−imt

′
+ (a†)2eimt+imt

′
+ (1 + a†a)e−imt+imt

′
) =

=: φ(t)φ(t′) : +
1

2m
e−im(t−t′). (0.8)

Аналогично, если t < t′, то

T (φ(t)φ(t′)) =: φ(t)φ(t′) : +
1

2m
eim(t−t′). (0.9)

Откуда получаем

T (φ(t)φ(t′)) =: φ(t)φ(t′) : +
1

2m
e−im|t−t

′| =: φ(t)φ(t′) : +GF (t− t′). (0.10)

Обобщение на случай 2n полей тривиально следует из метода индукции примененного к утвер-
ждению (см. Пескин Шредер параграф 4.3):

T (φ(t1)φ(t2)...φ(tm)) =: φ(t1)φ(t2)...φ(tm) + все возможные свертки :, (0.11)

где каждая свертка дает пропагатор GF .

(b). (25 баллов) В данном случае имеем

T (φ1φ2φ3φ4) =G12G34 +G13G24 +G14G23+

+G12 : φ3φ4 : +G14 : φ2φ2 : +G13 : φ2φ4 : +G23 : φ1φ4 : +

+G24 : φ1φ3 : +G34 : φ1φ2 : + :: φ1φ2φ3φ4 : . (0.12)

Теорема Вика работает, когда все нормально-упорядоченные слагаемые исчезают. Очевидно это
происходит, когда мы берем матричный элемент по вакуумным состояниям 〈0|...|0〉. Но в нашем
случае имеем, например

〈1| : φ1φ2 : |1〉 =
1

2m
〈1|a†a(e−imt1eimt2 + e−imt2eimt1)|1〉 =

1

2m
cos(m(t1 − t2)) 6= 0, (0.13)

так как 〈1|a†a|1〉 = 1, в случае вакуума мы бы получили 〈0|aa†|0〉 = 0.
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