
ÍÌÓ, Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (1-é ñåìåñòð). Ëèñòîê 2. 14 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.

Ïîëíîòà, êîìïàêòíîñòü, ïðåäåëû.
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2. (Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.) Ïóñòü an 6 bn 6 cn äëÿ âñåõ n, è ïóñòü limn→∞ an =
limn→∞ cn = A. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò limn→∞ bn, ðàâíûé A.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà áîëüøå, ÷åì

ìîùíîñòü ñàìîãî ìíîæåñòâà.

Ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â ëþáîé, ñêîëü óãîäíî ìàëîé, îêðåñòíîñòè

êîòîðîé, ëåæèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà.

4. (à) Ìîãóò ëè òî÷êè 1, 12 ,
1
3 , . . . è òîëüêî îíè áûòü ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë?

(á) Ìîãóò ëè ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûòü âñå òî÷êè R?
Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Îòêðûòûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå

ñ ëþáîé òî÷êîé ñîäåðæèò íåêîòîðóþ åå îêðåñòíîñòü. Çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

5. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå R\X
îòêðûòî.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

(â) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

(ã) Âñåãäà ëè ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî?

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊆ R êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è

îãðàíè÷åíî.

×àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ëþáîé åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

lim
k→∞

an = lim
n→∞

sup
k>n

ak, lim
k→∞

an = lim
n→∞

inf
k>n

ak.

7. Äîêàæèòå, ÷òî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî åå ìàêñèìàëüíûé è

ìèíèìàëüíûé ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû.

8. ×èñëàìè Ôèáîíà÷÷è íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {fn}, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíî:

a1 = a2 = 1, an = an−1 + an−2 ïðè n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞
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10. Äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà e. (Óêàçàíèå: Ïðåäïîëîæèòå îáðàòíîå. Îöåíèòå âåëè÷èíó
|e− an| è äîêàæèòå, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíîé.)

Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ
f : E → R èìååò ïðåäåë A â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ E òàêîé, ÷òî 0 < |x−a| < δ, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå |f(x)−A| < ε.
11. Â êàêèõ òî÷êàõ ñëåäóþùèå ôóíêöèè èìåþò ïðåäåëû: (à) sin 1

x , (á) x sin
1
x?

12. (à) Â êàêèõ òî÷êàõ èìååò ïðåäåë ôóíêöèÿ Ðèìàíà: f(x) =

{
1
n , x = m

n , ÍÎÄ(m,n) = 1

0, x ∈ R \Q
?

(á) Â êàêèõ òî÷êàõ îíà íåïðåðûâíà?


