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5. ìÅË�ÉÑ 5

÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ. äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.14.

5.1. �ÒÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.14.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ K=F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ |Aut(K=F )| ≤
[K : F ℄.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F

1

|ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÇÒÕ��Ù Aut(K=F ).

�ÏÇÄÁ F

1

⊃ F . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.14 |Aut(K=F )| = [K : F

1

℄ = [K :

F ℄=[F

1

: F ℄ ≤ [K : F ℄. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ G| ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ

K, É F = K

G

. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ K, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ

F ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × G, Ô.Å. Aut(K=F ) = G. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, �ÏÄ�ÏÌÅ F ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

G, ÔÏ ÅÓÔØ G ⊂ Aut(K=F ), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |G| ≤ |Aut(K=F )|. îÏ

�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 4.14 ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |G| = [K : F ℄, Á �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ

ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ |Aut(K=F )| ≤ [K : F ℄. ðÏÌÕÞÁÅÍ �Å�ÏÞËÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:

[K : F ℄ = |G| ≤ |Aut(K=F )| ≤ [K : F ℄:

úÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ×ÓÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ G

1

; G

2

⊂ Aut(K). åÓÌÉ G

1

6= G

2

, ÔÏ K

G

1 6=
K

G

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F

1

= K

G

1

, F

2

= K

G

2

. åÓÌÉ F

1

= F

2

, ÔÏ

�ÏÌÅ F

1

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G

2

, É �ÏÜÔÏÍÕ G

2

⊂ G

1

. áÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ G

1

⊂ G

2

. ðÏÜÔÏÍÕ G

1

= G

2

. �

5.2. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ f(x) ∈ F [x℄ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, E | ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.15), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : F → F

′
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ÅÇÏ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É '(f), ÏÂÏÚÎÁÞÁ×ÛÉÊÓÑ ÞÅ-

ÒÅÚ � : E → E

′
.

ðÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [E : F ℄, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ ', ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ [E : F ℄, �ÒÉÞÅÍ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅ-

ÌÅÎ.

âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ [E : F ℄ = 1, ÔÏ E = F , É � = '.



24 å. à. óíéòîï÷

åÓÌÉ [E : F ℄ > 1, ÔÏ Õ f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌØ p(x). ðÕÓÔØ � | ËÏÒÅÎØ p(x). åÓÌÉ � | �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ

', ÔÏ �ÕÓÔØ � = �|
F (�)

: F (�) → E

′
. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ � = �� | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ p

′
(x) = '(p(x)). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ '

ÄÏ � : F (�) → F

′
(�) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ deg p(x) = [F (�) : F ℄, �ÒÉ-

ÞÅÍ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÅÍÕ, ÅÓÌÉ p(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-

ÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ Ë �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

� : F (�) → F

′
(�) ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � : E → E

′
. þÉÓÌÏ ÜÔÉÈ �ÒÏ-

ÄÏÌÖÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ [E :

F (�)℄.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ [E : F ℄ =

[E : F (�)℄[F (�) : F ℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ' ÄÏ �, Ô.Å.

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Aut(E=F ), ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ [E : F ℄ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

f(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.5. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ, × ÆÏÒÍÅ \ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ".

�ÅÏÒÅÍÁ 5.6. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ F . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F , ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ

× K, ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÌÅÖÁÔ × K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÁÓÔØ \ÔÏÇÄÁ" { ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4.

äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ \ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ". óÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

p(x) ∈ F [x℄ Ó ËÏÒÎÅÍ × K ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÄ K ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ. ðÕÓÔØ G = Gal(K=F )

ðÕÓËÁÊ � ∈ K | ËÏÒÅÎØ p(x); ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ

�ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ: G� = {�
1

; : : : ; �

r

} (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �Ï-

ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ G

ËÁË-ÔÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = (x −
�

1

) : : : (x−�

r

) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ �

1

; : : : ; �

r

) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ F .

ðÏÓËÏÌØËÕ p(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ÉÍÅÅÔ � ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ p(x) | ÍÉÎÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ � ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F . îÏ � ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-

ÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄. ðÏÜÔÏÍÕ p(x)|f(x) × F [x℄. îÏ, Ó ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �

1

; : : : ; �

r

| ËÏÒÎÉ p(x), �ÏÜÔÏÍÕ f(x)|p(x).
úÎÁÞÉÔ, p(x) = f(x). ðÏÜÔÏÍÕ p(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ

ÌÅÖÁÔ × K.
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äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É !

1

; : : : ; !

n

| ÂÁÚÉÓ

�ÏÌÑ K ÎÁÄ F . ðÕÓÔØ p

i

(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

!

i

. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÏÎ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÌÅÖÁÔ ×

K. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: f(x) = p

1

(x) : : : p

n

(x).

ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ f(x) ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ËÒÁÔ-

ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (Ô.Å. ÜÔÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ f(x) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,

Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×). íÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÅÇÏ �ÏÌÅ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ !

1

; : : : ; !

n

, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ K. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ × K. ðÏÜÔÏÍÕ K É

ÅÓÔØ ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØK=F |ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, � ∈ Gal(K=F ),

� ∈ K. üÌÅÍÅÎÔÙ � É �� ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ. åÓÌÉ E ⊂ K,

ÔÏ �(E) | ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ Ë E �ÏÄ�ÏÌÅ.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ × ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÉ çÁÌÕÁ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏ-

�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ (Ô.Å. ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÒÎÑÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ).

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

çÁÌÕÁ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ K=F | ÜÔÏ:

(1) �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ × F ;

(2) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ K

Aut(K=F )

ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ F (Ô.Å. ÎÅ

ÂÏÌØÛÅ);

(3) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |Aut(K=F ) = [K : F ℄ (ÉÓÈÏÄÎÏÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ);

(4) ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

5.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ. îÁ-

�ÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÍÙ Å£ ÕÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÌÉ ×

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ):

�ÅÏÒÅÍÁ 5.8 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ K=F |

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ ×

K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ F , É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × ÇÒÕ��Å G = Gal(K=F ). ðÒÉ

ÜÔÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ �ÏÄ�ÏÌÀ E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁH = Aut(K=E) ⊂
G, Á �ÏÄÇÒÕ��Å H ⊂ G | Å£ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ E = K

H

. üÔÁ

ÂÉÅË�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: E

1

⊂ E

2

⇔ H

1

⊃ H

2

;

(2) ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [K : E℄ ÒÁ×ÎÁ �ÏÒÑÄËÕ ÇÒÕ��Ù H, Á

ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [E : F ℄ | ÉÎÄÅËÓÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù [G : H℄;

(3) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, É Gal(K=E) =

H;

(4) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G; �ÒÉ ÜÔÏÍ Gal(E=F ) = G=H;

(5) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅÊ E

1

∩E
2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á 〈H
1

; H

2

〉 ⊂
G, Á ËÏÍ�ÏÚÉÔÕ �ÏÌÅÊ E

1

E

2

| �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÕ�� H

1

∩H

2

.



26 å. à. óíéòîï÷

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �Ï ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÅH ⊂ G = Gal(K=F )

ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÄ�ÏÌÅ E = K

H ⊂ K. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 5.3,

ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ: ÒÁÚÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ

�ÏÄ�ÏÌÑ.

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ K | �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) ∈ F [x℄, ÔÏ f(x) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á E[x℄

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ E ⊃ F . ðÏÜÔÏÍÕ K ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × E. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ K=E ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ (Ï�ÉÓÁÎÉÅ (1) ÉÚ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, E ÅÓÔØ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÇÒÕ��Ù

Aut(K=E) ⊂ G. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F , ÅÓÔØ

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G. úÎÁÞÉÔ, ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ çÁÌÕÁ | ÂÉÅË�ÉÑ.

ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (ÞÁÓÔØ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ E = K

H

| ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù H, ÔÏ [K :

E℄ = |H| (Ô.Ë. K=E | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ), Á [K : F ℄ = |G| (�Ï ÔÏÊ
ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ), �ÏÜÔÏÍÕ [E : F ℄ = [G : H℄. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (2).

(3) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.2.

ðÕÓÔØ E = K

H

| ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù H. ÷ÓÑËÉÊ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ∈ G, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ E, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

�|
E

: E → �(E) ⊂ K. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ � : E ~→�E ⊂ F | ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ E × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ K. �ÏÇÄÁ

�(E) ⊂ K. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ � ∈ E ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ m

�;F

(x) ∈ F [x℄, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ �� ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5.6 �ÏÌÅ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x)

ÎÁÄ E, Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f(x) = f(x). óÏ-

ÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � : K → K �ÏÌÑK, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

� : E → �(E).

åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � É �

′
ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ E ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �

−1

�

′
= 1. ðÏÜÔÏÍÕ �

−1

�

′ ∈ H,

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, �

′ ∈ �H. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

�ÏÌÑ K, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ E ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔ×Å-

ÞÁÀÔ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ �H. ðÏÜÔÏÍÕ

|Emb(E=F )| = [G : H℄ = [E : F ℄;

ÇÄÅ Emb(E=F ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÉÊ E × K, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ F

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |Aut(E=F ) = [E : F ℄. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ E × K ÅÓÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ E, ÔÏ ÅÓÔØ �(E) = E ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

� ∈ G.

åÓÌÉ � ∈ G, ÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á × G, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÏÄ-

�ÏÌÅ �(E), ÅÓÔØ �H�

−1

, ÔÏ ÅÓÔØ �(E) = K

�H�

−1

. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ
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�H�

−1

= H, ÔÏ �(E) = E. ðÏÜÔÏÍÕ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E=F ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Gal(E=F ) =

G=H.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔØ (5) ÔÅÏÒÅÍÙ.

�


