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4. ìÅË�ÉÑ 4

4.1. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÌÅÊ. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ, F | ÅÇÏ �ÏÄ�ÏÌÅ.

á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑK | ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : K → K. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÄ�ÏÌÅ F ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ, ÅÓÌÉ �� = �

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ F . çÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ Aut(K), �ÏÄÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-

ÎÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅ F | ÞÅÒÅÚ Aut(K=F ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á×ÔÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ �(0) = 0 É �(1) = 1, ÔÏ � ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ �ÒÏ-

ÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ Q ÉÌÉ F
p

. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ F | �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÔÏ

Aut(K=F ) = Aut(K).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ K, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÄ F , �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F ,

É m

�

(x) | ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈
Aut(K=F ) ÜÌÅÍÅÎÔ �� | ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ m

�

(x). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ

� | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄, ÔÏ �� | ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(�) = a

n

�

n

+ · · ·+ a

1

� + a

0

= 0. ðÒÉÍÅ-

ÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �(a

i

) = a

i

,

�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a

n

(��)

n

+ · · · + a

1

�� + a

0

= 0, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

f(��) = 0. �

ðÒÉÍÅÒ 4.2. ðÕÓÔØ K = Q(
√
2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ

√
2; ÅÇÏ ÍÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | x

2 − 2. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � ∈ AutQ(
√
2) ÜÌÅÍÅÎÔ �(

√
2) ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ

√
2 ÉÌÉ −

√
2. üÔÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � : × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, Á

×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÜÔÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ: �(a + b

√
2) = a − b

√
2. ðÏÜÔÏÍÕ

AutQ(
√
2) = Z=2Z.

ðÒÉÍÅÒ 4.3. ðÕÓÔØ K = Q(
3

√
2). �ÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ

3

√
2 | ÜÔÏ x

3 − 2. ÷ �ÏÌÅ K ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x

3 − 2 = 0 (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÌÅÖÁÔ É ×

Q(
3

√
2). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ Q(

3

√
2) ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ

3

√
2 ÎÁ

ÍÅÓÔÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ: AutQ(
3

√
2) = {1}.

4.2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × Aut(K=F ).

ðÕÓÔØ E | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ \�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ" �ÏÄ�ÏÌÅ × K: F ⊂ E ⊂ K.

�ÏÇÄÁ × Aut(K=F ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÄÇÒÕ��Õ Aut(K=E) Á×ÔÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ E ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÏÄÇÒÕ��Å H

× Aut(K=F ) ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× K

H ⊂ K,

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ H ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ H ⊂ Aut(K=F ) | �ÏÄÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ

K

H

= {� ∈ K | �� = � ∀� ∈ H} | �ÏÄ�ÏÌÅ × K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

K

H

ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É

ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ �ÏÄ�ÏÌÅ. �

óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. �ÁËÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ É �ÏÄ-

ÇÒÕ��ÁÍÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ F

1

⊂ F

2

⊂ K, ÔÏ

Aut(K=F

2

) ⊃ Aut(K=F

1

). ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ H

1

⊂ H

2

⊂ Aut(K=F ),

ÔÏ K

H

1 ⊃ K

H

2

.

ðÒÉÍÅÒ 4.3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÉÅË-

ÔÉ×ÎÏ: ÔÁË, �ÏÄ�ÏÌÀ Q ⊂ Q(
3

√
2) É ×ÓÅÍÕ �ÏÌÀ Q(

3

√
2) ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ) �ÏÄÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏ-

ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × Aut(K=F ) \ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ" ÄÌÑ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ:

ðÒÉÍÅÒ 4.6. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ K = Q(
3

√
2;

√
−3) | �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

3 − 2 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �

j

3

√
2, ÇÄÅ

0 ≤ j ≤ 2, Á � = (−1 +
√
−3)=2 | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ 1

ÓÔÅ�ÅÎÉ 3). üÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6. çÒÕ��Á Aut(K) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Ô.Å. Aut(K)

∼
=

S

3

. ÷ K ÉÍÅ-

ÅÔÓÑ ÏÄÎÏ �ÏÄ�ÏÌÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Q |

ÜÔÏ Q(
√
−3), É ÔÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ 3: ÜÔÏ Q(

3

√
2), Q(�

3

√
2) É

Q(�2
3

√
2). ðÏÄÇÒÕ��Ù, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ �ÏÄ�ÏÌÑÍ × S

3

| ÜÔÏ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á A

3

(ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ 2) É ÔÒÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÉÎ-

ÄÅËÓÁ 3, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÙÍÉ. ÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

�ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ É �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, �ÒÉÞ£Í ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÄ�ÏÌÑ ÎÁÄ

Q ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÕ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÅÍÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù × Aut(K).

�ÁËÉÅ \ÈÏÒÏÛÉÅ" ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ

çÁÌÕÁ.

4.3. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÁÎÏÎÓÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁ-

ÚÁÎÙ �ÏÚÖÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.7. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |Aut(K=F )| ≤ [K : F ℄.

íÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ × \ÈÏÒÏÛÉÈ" ÓÌÕÞÁÑÈ

(ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÉÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ 4.6) ÜÔÏ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ \ÈÏÒÏÛÅÊ"

ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ:
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ

|Aut(K=F )| = [K : F ℄:

çÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÒÕ��ÏÊ

çÁÌÕÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Gal(K=F ).

âÉÅË�ÉÉ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ × K É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × Aut(K=F ), ËÏ-

ÔÏÒÕÀ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÁÈ 4.2 É 4.6, ÓÕÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÊ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.9 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ K=F |

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ ×

K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ F , É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × ÇÒÕ��Å G = Gal(K=F ). ðÒÉ

ÜÔÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ �ÏÄ�ÏÌÀ E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁH = Aut(K=E) ⊂
G, Á �ÏÄÇÒÕ��Å H ⊂ G | Å£ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ E = K

H

. üÔÁ

ÂÉÅË�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: E

1

⊂ E

2

⇔ H

1

⊃ H

2

;

(2) ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [K : E℄ ÒÁ×ÎÁ �ÏÒÑÄËÕ ÇÒÕ��Ù H, Á

ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [E : F ℄ | ÉÎÄÅËÓÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù [G : H℄;

(3) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, É Gal(K=E) =

H;

(4) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G; �ÒÉ ÜÔÏÍ Gal(E=F ) = G=H;

(5) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅÊ E

1

∩E
2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á 〈H
1

; H

2

〉 ⊂
G, Á ËÏÍ�ÏÚÉÔÕ �ÏÌÅÊ E

1

E

2

| �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÕ�� H

1

∩H

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÓÔÁ×-

ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ.

4.4. èÁÒÁËÔÅÒÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. (íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÊ) ÈÁÒÁËÔÅÒ ÇÒÕ��Ù G

ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ L | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : G → L

∗
.

èÁÒÁËÔÅÒ ÍÏÖÎÏ (É ÎÕÖÎÏ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË L-ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË-

�ÉÀ ÎÁ ÇÒÕ��Å G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.11. ÷ ËÕÒÓÅ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ-

ÌÉÓØ Ó ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÓÌÅÄÙ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ) �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ,

É ÒÁÂÏÔÁ Ó ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁ Ó�Å�ÉÆÉËÕ �ÏÌÑC. ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× | ×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

�ÏÌÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.12. ðÏ�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ �

1

; : : : ; �

n

ÌÉÎÅÊÎÏ

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÕÌÅ-

×ÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×, Ô.Å. �ÒÉ ×ÓÅÈ g ∈ G

a

1

�

1

(g) + · · ·+ a

n

�

n

(g) = 0:

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ (Ô.Å. ×ÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ-

�ÉÑ n− 1 ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ �

1

É �

n

ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ

h, ÞÔÏ �

1

(h) 6= �

n

(h). äÏÍÎÏÖÉÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ �

n

(h):

a

1

�

n

(h)�

1

(g) + · · ·+ a

n

�

n

(h)�

n

(g) = 0: (∗)
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g

a

1

�

1

(hg) + · · ·+ a

n

�

n

(hg) = 0;

ÔÏ ÅÓÔØ, × ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×,

a

1

�

1

(h)�

1

(g) + · · ·+ a

n

�

n

(h)�

n

(g) = 0:

÷ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗):
a

1

[�

1

(h)− �

n

(h)℄�

1

(g) + · · ·+ a

n−1[�n−1(h)− �

n

(h)℄�

n−1(g) = 0:

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ (Ô.Ë. �

1

(h) − �

n

(h) 6= 0) ÌÉÎÅÊÎÕÀ

ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÉÚ n−1 ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ. ðÒÏ-

ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �

ðÕÓÔØ � : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, Á ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ). �ÏÇÄÁ � : K

∗ → L

∗
| ÈÁÒÁËÔÅÒ. ïÂÒÁÔÎÏ,

ËÁÖÄÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ: � ÎÕÖÎÏ ÄÏ-

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÌØËÏ × ÎÕÌÅ, Á �(0) = 0. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.13. ðÕÓÔØ �

1

; : : : ; �

n

| ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ K → L.

�ÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ËÁË L-ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ K.

4.5. ðÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ ÒÁ×ÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÎÁÄ ÅÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ. ÷ ÜÔÏÍ

ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.14. ðÕÓÔØ G = {�
1

= 1; : : : ; �

n

} | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕ��Á

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K, É �ÕÓÔØ F = K

G

| ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ

ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ [K : F ℄ = n = |G|.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ n ≤ [K : F ℄. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: n > [K : F ℄ = m, É �ÕÓÔØ !

1

; : : : ; !

m

| ÂÁÚÉÓK ËÁË

×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ F . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

�

1

(!

1

)x

1

+ · · ·+ �

n

(!

1

)x

n

= 0;

: : :

�

1

(!

m

)x

1

+ · · ·+ �

n

(!

m

)x

n

= 0:

üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ m ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n > m ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. úÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅ£

ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �

1

; : : : ; �

n

, ÇÄÅ �

i

∈ K.
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ðÕÓÔØ a

1

; : : : ; a

m

|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ F . �ÏÇÄÁ �

i

(a

j

) =

a

j

. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ, ÄÏÍÎÏÖÉÍ i-Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ a

i

É �ÏÌÕÞÉÍ:

�

1

(a

1

!

1

)�

1

+ · · ·+ �

n

(a

1

!

1

)�

n

= 0;

: : :

�

1

(a

m

!

m

)�

1

+ · · ·+ �

n

(a

m

!

m

)�

n

= 0:

óÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

�

1

(a

1

!

1

+ · · ·+ a

m

!

m

)�

1

+ · · ·+ �

n

(a

1

!

1

+ · · ·+ a

m

!

m

)�

n

= 0:

ìÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ × ÓËÏÂËÁÈ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ a

i

ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ K, Ô.Ë. !

i

| ÂÁÚÉÓ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ � ∈ K

�

1

(�)�

1

+ · · ·+ �

n

(�)�

n

= 0:

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �

i

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.13.

�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: n ≥ [K : F ℄.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ G | ÜÔÏ

ÇÒÕ��Á, Á ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

éÔÁË, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ n < [K : F ℄. ðÏÜÔÏÍÕ × K ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ

n+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÄ F ÜÌÅÍÅÎÔ �

1

; : : : ; �

n+1

∈ K. óÎÏ×Á

ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ:

�

1

(�

1

)x

1

+ · · ·+ �

1

(�

n+1

)x

n+1

= 0;

: : :

�

n

(�

1

)x

1

+ · · ·+ �

n

(�n+ 1)x

n+1

= 0:

ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �

1

; : : : ; �

n+1

∈ K. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ

ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Ï ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ r) ÍÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ �

i

ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÉÚ F : ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

�ÏÓËÏÌØËÕ �

1

= 1, ÔÏ �

1

�

i

= �

i

, É ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ �

i

ÂÙÌÉ ÉÚ F , ÔÏ

ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �

i

ÎÁÄ

F . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �

1

6= F . äÁÌÅÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ

r ÞÉÓÅÌ �

1

; : : : ; �

r

ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÉÈ ×ÓÅ ÎÁ

�ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �

r

= 1. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÉÍÅÔ

×ÉÄ

�

1

(�

1

)�

1

+ · · ·+ �

1

(�

r−1)�r−1 + �

1

(�

r

) = 0;

: : :

�

n

(�

1

)�

1

+ · · ·+ �

n

(�

r−1)�r−1 + �

n

(�

r

) = 0;

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

�

i

(�

1

)�

1

+ · · ·+ �

i

(�

r−1)�r−1 + �

i

(�

r

) = 0: (∗∗)
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óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ~�, ÞÔÏ ~��

1

6= �

1

. ðÒÉÍÅÎÉ× ~� Ë

(∗∗), �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

~��

i

(�

1

)~�(�

1

) + · · ·+ ~��

i

(�

r−1)~�(�r−1) + ~��

i

(�

r

) = 0:

íÙ �ÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÎÁ G ÌÅ×ÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ~�. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

{�
1

; : : : ; �

n

} É {~��
1

; : : : ; ~��

n

} ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÉ-

ÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ (�ÏÍÅÎÑ× �ÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ)

ËÁË

�

i

(�

1

)~�(�

1

) + · · ·+ �

i

(�

r−1)~�(�r−1) + �

i

(�

r

) = 0:

÷ÙÞÔÑ ÉÚ ÎÅ£ (∗∗), �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

�

i

(�

1

)[~�(�

1

)− �

1

℄ + · · ·+ �

i

(�

r−1)[~�(�r−1)− �

r−1℄ = 0:

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (�ÏÓËÏÌØËÕ

~�(�

1

) 6= �

1

), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ r − 1 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÙ. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ r.

úÎÁÞÉÔ, |G| = [K : F ℄. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

�


