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3. ìÅË�ÉÑ 3

3.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ. ÷ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉ-

ÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚ-

ÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï-

�ÒÏÓ: Á ËÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁÚ-

ÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ? üÔÏ ÍÏÔÉ×ÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ F |�ÏÌÅ. F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ

ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ �ÏÌÑ F , ÅÓÌÉ F ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F , É

ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ F ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÏÌÅ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ F ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ (ÅÓÌÉ

ÏÎÏ ×ÏÏÂÝÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | Á ÜÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ) ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, F = F : ÓËÏÌØËÏ ÎÉ ÚÁÍÙËÁÊ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÛØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ F | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F . �Ï-

ÇÄÁ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ

F , � | ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ F . �Ï-

ÇÄÁ F (�) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F , Á F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ

F . úÎÁÞÉÔ, F (�) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔ � ÔÏÖÅ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ F , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×Á-

ÌÏÓØ. �

çÌÁ×ÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÌÑ | �ÏÌÅ C.

�ÅÏÒÅÍÁ 3.4 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ, Á ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ (\äÁÍÁ Ó ÓÏÂÁÞËÏÊ") ÉÌÉ

ÁÎÁÌÉÚÁ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ. ðÏÚÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÞÉ-

ÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ

ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ.

ðÒÉ �Ï�ÙÔËÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÅÒ×ÁÑ ÍÙÓÌØ

ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë �ÏÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÒÎÉ

×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ïÄÎÁËÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, × ËÁËÏÍ ÉÍÅÎÎÏ ÏÂß-

ÅÍÌÀÝÅÍ �ÏÌÅ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÌÉÂÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÉÈ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ É ×ÅÄÑ

ÁËËÕÒÁÔÎÙÊ \ÂÕÈÇÁÌÔÅÒÓËÉÊ ÕÞ£Ô" ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ �ÏÌÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

íÙ �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÉÎÁÞÅ, �ÒÉÍÅÎÉ× ÔÒÀË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ,
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üÍÉÌÀ áÒÔÉÎÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÏÊÄ£ÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÁÎÓ-

ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ Å£.

3.2. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ. ðÕÓÔØ A | ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ≤,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y; z ∈ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁË-

ÓÉÏÍÁÍ:

• x ≤ x (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ);

• ÉÚ x ≤ y É y ≤ x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ);

• ÉÚ x ≤ y É y ≤ z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ≤ z (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ).

åÓÌÉ x ≤ y ÉÌÉ y ≤ x, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ x É y ÓÒÁ×ÎÉÍÙ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑ-

ÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ãÅ�ØÀ, ÉÌÉ ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ A, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ÷ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ A, ÞÔÏ b ≤ u ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B. íÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ A, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ m ≤ x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ A, ÔÏ m = x. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ).

ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ | ÜÔÏ

�ÅÏÒÅÍÁ 3.5 (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ). ðÕÓÔØ A| ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ Õ ÌÀÂÏÊ �Å�É ÅÓÔØ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. �ÏÇÄÁ

× A ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

3.3. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 3.6. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÑ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f = f(x) ∈ F [x℄ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Ó×ÏÀ

�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x

f

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï F [: : : ; x

f

; : : : ℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ

(ÏÇÒÏÍÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ \ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ" �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ; �ÏÌÕ-

ÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x

f

), ÌÅÖÁÝÉÊ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I = (f(x

f

)), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÁËÉÍÉ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 3.7. éÄÅÁÌ I ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, Ô.Å. ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ

ËÏÌØ�ÏÍ F [: : : ; x

f

; : : : ℄.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. �ÏÇÄÁ 1 ∈ I. úÎÁÞÉÔ,

ÅÄÉÎÉ�Á ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ:

1 = g

1

f

1

(x

f

1

) + g

2

f

2

(x

f

2

) + · · ·+ g

n

f

n

(x

f

n

):
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ðÏÌÏÖÉÍ x

i

= x

f

i

�ÒÉ i ÏÔ 1 ÄÏ n É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x

n+1

; : : : ; x

m

×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g

i

(ÔÁ-

ËÏ×ÙÈ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

1 = g

1

(x

1

; : : : ; x

m

)f

1

(x

1

) + · · ·+ g

n

(x

1

; : : : ; x

m

)f

n

(x

n

):

ðÕÓÔØ F̃ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÏÒÅÎØ �

i

ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f

i

(x). ðÏÌÏÖÉÍ x

i

= �

i

�ÒÉ i ÏÔ 1 ÄÏ n, Á

x

n+1

; : : : ; x

m

�ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ; �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (× �ÏÌÅ F̃ ) 0 = 1.

ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ; ÚÎÁÞÉÔ, ÉÄÅÁÌ I ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ. �

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ, I ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ

m ⊂ F [: : : ; x

f

; : : : ℄. ðÏÌÏÖÉÍ K

1

= F [: : : ; x

f

; : : : ℄=m. üÔÏ �ÏÌÅ (Ô.Ë.

ÉÄÅÁÌ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÏ�ÉÀ F . õ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× f × ÜÔÏÍ �ÏÌÅ ÅÓÔØ �Ï ËÏÒÎÀ | ÜÔÏ ÏÂÒÁÚÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

f

�ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ, Ô.Ë. f(x

f

) ∈ I ⊂ m. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

K

1

=F , × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ F [x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

äÁÌÅÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ Ë �ÏÌÀ K

1

: �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ

ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ F ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ

F = K

0

⊂ K

1

⊂ K

2

⊂ · · · ⊂ K

j

⊂ K

j+1

⊂ : : :

ðÏÌÏÖÉÍ K =

⋃
j≥0

K

j

. üÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ K

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ: ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ K[x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ K

j

, ÔÏ ÅÓÔØ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ×

K

j+1

. �

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÍÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÌÉ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F . ïÄÎÁËÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÁÍ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× F ⊂
K ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ. �

úÁÄÁÞÁ 3.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

3.4. óÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙ-

ËÁÎÉÅÍ F �ÏÌÑ F ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

f(x) = (x− �

1

)

n

1

: : : (x− �

k

)

n

k

:

üÌÅÍÅÎÔ �

i

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f(x), ÅÓÌÉ n

i

> 1.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅ�ÁÒÁ-

ÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × F (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ

ÓÁÍÏÅ, ÎÉ × ËÁËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ F ).
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ëÁË ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ?

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a

n

x

n

+ · · ·+
a

1

x+a

0

∈ F [x℄ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

′
(x) = na

n

x

n−1
+(n−1)a

n−1x
n−2

+

· · ·+ 2a

2

x+ a

1

∈ F [x℄.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.12. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÁÅÔÓÑ ×

ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÎÉËÁËÉÈ Ü�ÓÉÌÏ-

ÎÏ×, ÄÅÌØÔ É �ÒÏÞÉÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÈÏÄÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ

ÓÍÙÓÌ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ (× Ô.Þ. �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ).

ïÄÎÁËÏ �ÒÉ×ÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Õ ÎÅÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (f + g)

′
(x) = f

′
(x) + g

′
(x) É

(fg)

′
(x) = f

′
(x)g(x) + f(x)g

′
(x).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.14. f(x) ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ � (ÎÁÄ ËÁËÉÍ-

ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ÔÁËÖÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ËÏÒÎÅÍ f

′
(x). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (f; f

′
) = 1.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.15. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3.16. f = x

n − 1. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f

′
(x) = nx

n−1
ÉÍÅÅÔ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÒÁ×ÎÙÊ 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÁ Ó

f(x). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÍÅÀÔÓÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ n-Ê

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.

ðÒÉÍÅÒ 3.17. ðÕÓÔØ F
p

| �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x

p

n−x ∈ F
p

[x℄. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ: ÉÍÅÅÔ

ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ F
p

ÒÏ×ÎÏ p

n

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.18. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ

ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, É deg f(x) = n. åÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÉ | ÜÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É 1. îÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f

′
(x)

ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ n− 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅ-

ÌÅÊ Ó f(x). �

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ �ÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÎÉÍ

ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ n − 1, Á ÍÅÎØÛÅ

(ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 0: ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x

p

(Ô.Å. ÔÅ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÍÏÎÏÍÙ 1, x

p

, x

2p

É Ô.Ä.).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.19 (íÅÞÔÁ �ÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÁ). ðÕÓÔØ harF = p.

�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ F ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ (a+b)

p

= a

p

+b

p

É (ab)

p

= a

p

b

p

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÇÄÁ. ðÅÒ×ÏÅ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ,

ÞÔÏ �ÒÉ k 6= 0; p ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

(
p

k

)
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ

ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎ 0 × �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. �
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éÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : F → F ,

'(a) = a

p

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÑ F . ïÎ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ' |

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ (�ÏÞÅÍÕ?).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.20. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ-

ÎÙÍ �ÏÌÅÍ F ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ harF = p. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ f(x) ÎÅÓÅ�Á-

ÒÁÂÅÌÅÎ. �ÏÇÄÁ f

′
(x) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ f(x) = q(x

p

). äÁÌÅÅ,

�ÏÓËÏÌØËÕ ' | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ F ÉÚ×ÌÅ-

ËÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ p-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ

y ∈ F , ÞÔÏ y

p

= x. ðÏÜÔÏÍÕ

f(x) = q(x

p

) =

∑
a

k

x

kp

=

∑
(b

k

)

p

x

kp

=

(∑
b

k

x

k

)
p

:

á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). �

úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ F ÉÚ-

×ÌÅËÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ p-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ. �ÁËÉÅ �ÏÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-

ÎÙÍÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.21. ðÕÓÔØ harF = p. ðÏÌÅ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒ-

ÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ F ÎÁÊÄ£ÔÓÑ y ∈ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

y

p

= x.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.22. ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ �ÏÌÅÍ

ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

þÔÏÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÖÉÚÎØ ÎÅ ËÁÚÁÌÁÓØ ÍÅÄÏÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ, ÎÏ ÎÅÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3.23. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ F
2

(t) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ

ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ F
2

. éÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t × ÜÔÏÍ �ÏÌÅ ÎÅ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. (ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ

ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ?)

íÎÏÇÏÞÌÅÎ x

2 − t ∈ (F
2

(t))[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ F
2

(t). îÁÄ ÅÇÏ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÏÎ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ: x

2−t = (x−
√
t)(x+

√
t). ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ Ä×Á ËÏÒÎÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,

�ÏÓËÏÌØËÕ

√
t = −

√
t! ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

3.5. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. ðÕÓÔØ n > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

p

n −
x ∈ F

p

[x℄ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 3.17. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÄ F
p

ÏÎ ÉÍÅÅÔ p

n

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ F.

ðÕÓÔØ � É � | ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. �ÏÇÄÁ (��)

p

n

= ��,

(�

−1
)

p

n

= �

−1
É (�+�)

p

n

= �

p

n

+�

p

n

= �+�. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F

ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ,

Ô.Å. ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
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x

p

n−x É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÞÅÇÏ ÂÏÌÅÅ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ÷ ÎÅÍ p

n

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ [F : F
p

℄ = n.

äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ F | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

p. ÷ Î£Í p

n

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F×
ÉÍÅÅÔ �Ï-

ÒÑÄÏË p

n − 1, �ÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ F
×
× ÓÔÅ�ÅÎÉ p

n − 1

ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x

p

n − x = 0.

ðÏÜÔÏÍÕ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

p

n − x. íÙ

ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.24. ëÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ �ÏÒÑÄËÁ p

n

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÅÇÏ

ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F×
�ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.


