
áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�òìåëãéñ 1òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊðÕÓÔØ F | �ÏÌÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ×ËÏÔÏÒÏÍ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ �Ï ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÀ.ðÒÉÍÅÒ 1.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ: Q, R, C,
Q(√2) = {a + b√2 | a; b ∈ Q}, ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Fp =
Z=pZ (p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ), �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ QuotA �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á A; �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊF (t) ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ F .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕ��Õ �Ï ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F×.1.1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÏÌÑ | ÜÔÏÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÏÌÑ F (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: harF )ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1 +
· · · + 1 = 0 (p ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔ, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÀÔharF = 0.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. harF | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ÎÕÌØ. åÓÌÉ harF =p, ÔÏ � + · · ·+ � = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ F .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 1F | ÅÄÉÎÉ�Á �ÏÌÑ F . äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 1F + · · ·+1F (n ÒÁÚ, n ∈ Z+) ÞÅÒÅÚ n · 1F . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏm ·1F +n ·1F = (m+n) ·1F É (m ·1F )(n ·1F ) = mn ·1F . ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p · � = p · (1F · �) = (p · 1F ) · � = 0. �éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ' : Z → F , '(n) = n · 1F . åÇÏ ÑÄÒÏ | ÜÔÏ Ker' =(harF ) · Z. úÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z=pZ× F . ðÏÓËÏÌØËÕ F | �ÏÌÅ (Ô.Å. ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑ-ÔÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ), × Î£Í ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÌÉÂÏ Q, ÅÓÌÉharF = 0, ÌÉÂÏ Z=pZ, ÅÓÌÉ harF = p. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 1F (Ô.Å. �ÏÄ�ÏÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ 1F ). ïÎÏÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ (the prime sub�eld).ðÒÉÍÅÒ 1.4. ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × Q, R, C | ÜÔÏ Q; �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÌÅ ×
Fp(t) | ÜÔÏ Fp. 1



2 ìåëãéñ 11.2. óÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ �ÏÌÅ F ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÌÅK. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:K=F (ËÏÓÁÑ ÞÅÒÔÁ ÚÄÅÓØ ÎÅ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ).ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÎÁÄ �ÏÌÅÍ F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÅ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁÄ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ÎÁÄ F . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:[K : F ℄ ÉÌÉ degK=F . òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ [K :F ℄ ËÏÎÅÞÎÁ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: [C : R℄ = 2; [R : Q℄ = ∞;[Q(√2) : Q℄ = 2; [Q( 3√2) : Q℄ = 3.÷ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ | ÅÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×-ÎÏÓÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.8. ðÕÓÔØ F ⊂ K ⊂ L | ÂÁÛÎÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ.�ÏÇÄÁ [L : F ℄ = [L : K℄ · [K : F ℄;ÌÉÂÏ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ [L : K℄ = m, [K : F ℄ = n, �ÒÉÞ£ÍÏÂÅ ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÙ. ðÕÓÔØ �1; : : : ; �m | ÂÁÚÉÓ L ÎÁÄ K, Á�1; : : : ; �n | ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F . �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L �ÒÅÄÓÔÁ×�ÉÍ× ×ÉÄÅ a = a1�1 + · · ·+ am�m; ai ∈ K:äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ai ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ �j:ai = bi1�1 + · · ·+ bin�n; bij ∈ F: (∗)úÎÁÞÉÔ, a = ∑i;j bij�i�j. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �i�j �ÏÒÏÖÄÁÀÔ LËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ F , Ô.Å. [L : F ℄ ≤ mn.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ bij�i�j = 0, ÇÄÅbij ∈ F . ï�ÒÅÄÅÌÉ× ai ∈ K �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (∗), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a1�1 +
· · · + am�m = 0. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ai = 0, Ô.Ë. �i | ÂÁÚÉÓ L ÎÁÄ K.ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï bi1�1 + · · · + bin�n = 0.�Å�ÅÒØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �i ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F É�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ bij ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

�óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ L=F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ, K ⊂L | �ÏÄ�ÏÌÅ. �ÏÇÄÁ [L : F ℄ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ [K : F ℄.



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 3ðÒÉÍÅÒ 1.10. √2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÌÅ Q(�), ÇÄÅ � | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 − 3x− 1, Ô.Ë. [Q(�) : Q℄ = 3 (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ�ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ), Á [Q(√2) : Q℄ = 2.1.3. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ. ëÁË �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÉÚ �ÏÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÎÁÄ R, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x2 + 1 = 0. äÏÂÁ×ÉÍ ÅÇÏÒÅÛÅÎÉÅ Ë �ÏÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× Å£ÞÅÒÅÚ i. ðÒÉ ÜÔÏÍ i ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ i2 + 1 = 0.îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R-×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ1 É i, ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÍ (Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ R).ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÏÌÑ F É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ∈ F [x℄, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÙÛÅ 1 (Ô.Å. p(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F ). á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ F , × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ.îÁÍ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ ' : F → F ′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ.�ÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ' ≡ 0, ÌÉÂÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.12. ðÕÓÔØ F | �ÏÌÅ, p(x) ∈ F [x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K �ÏÌÑ F , × ËÏÔÏÒÏÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (p(x)) ⊂ F [x℄ × ËÏÌØ�ÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ F . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, �ÏÒÏ-ÖÄ£ÎÎÙÊ ÉÍ ÉÄÅÁÌ �ÒÏÓÔ. îÏ × F [x℄, ËÁË × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ×, ×ÓÑËÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Ï K = F [x℄=(p(x)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ� : F [x℄ → K = F [x℄=(p(x)):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ', �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ F ⊂ F [x℄. ' 6≡ 0, �ÏÓËÏÌØËÕ'(1F ) = �(1F ) = 1K. úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ,'(F ) ∼= F | �ÏÄ�ÏÌÅ × K, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ F . ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÅ K ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×É× F Ó ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ).äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ x = �(x). �ÏÇÄÁ�(x) = p(x) = p(x) mod (p(x)) = 0:úÎÁÞÉÔ, x ∈ K | ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ K, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁp(x). �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.13. éÚ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎp(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ! (ðÒÉ-×ÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ ÓÁÍÉ).



4 ìåëãéñ 1óÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ FÏ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.14. ðÕÓÔØ f(x) ∈ F [x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ F , É �ÕÓÔØK = F [x℄=(p(x)). ðÕÓÔØ � = x mod (p(x)) ∈K. �ÏÇÄÁ 1; �; : : : ; �n−1 | ÂÁÚÉÓ K ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁÄ F . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,K = {a0 + a1� + · · ·+ an−1�n−1 | a0; : : : ; an−1 ∈ F}:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [K : F ℄ = n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a(x) ∈ F [x℄. ðÏÓËÏÌØËÕ F [x℄ | Å×ËÌÉÄÏ×ÏËÏÌØ�Ï, a(x) ÍÏÖÎÏ �ÏÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ p(x):a(x) = p(x)q(x) + r(x); Ô.Å. a(x) ≡ r(x) mod (p(x)):óÔÅ�ÅÎØ r(x) ÍÅÎØÛÅ n, ÚÎÁÞÉÔ, 1; �; : : : ; �n−1 �ÏÒÏÖÄÁÀÔ K. ïÓÔÁ-ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÌÁ ÂÙ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b0; : : : ; bn−1 ∈F b0 + b1� + · · ·+ bn−1�n−1 = 0;Ô.Å. b(x) = b0+ b1x+ · · ·+ bn−1xn−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p(x). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.úÎÁÞÉÔ, [K : F ℄ = n. �1.4. ðÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | �ÏÄ�ÏÌÅ × K, � ∈ K |ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ É F , É � (ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, K). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ �ÏÌÅÊ ÓÎÏ×Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ É F , É�. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÅ Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. âÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ F (�).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. F (�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑF .áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �; �; · · · ∈ K (ÄÁÖÅ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × K, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÅÅ F É ×ÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F (�; �; : : : ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÏÌÅ F (�; �; : : : ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �; �; : : : ÎÁÄ F .úÁÄÁÞÁ 1.17 (�ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ). ðÕÓÔØ F ⊂ K| ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ�; � ∈ K ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ  ∈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (�; �) = F ()(ÜÌÅÍÅÎÔ  ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ).�ÅÏÒÅÍÁ 1.18. ðÕÓÔØ p(x) ∈ F (x) | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.ðÕÓÔØ F ⊂ K, É � ∈ K | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x), Ô.Å. p(�) = 0.�ÏÇÄÁ F (�) ∼= F [x℄=((p(x)).



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 5úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.19. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÕÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÏÒÎÑ Õ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ F , Á ÎÅ ÓÔÒÏÉÍÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : F [x℄ → F (�) ⊂ K,a(x) 7→ a(�). íÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÑÄÒÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ' Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Å:' : F [x℄=(p(x)) → F (�):îÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, F [x℄=(p(x)) | �ÏÌÅ, �ÒÉ-Þ£Í ' ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, ' | ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ.îÏ Im' | �ÏÄ�ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F É �. úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÓÔÉ F (�), ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅË�ÉÅÊ, Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. �1.5. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. îÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Á�ÅÌÌÉÒÏ×ÁÌÏ Ë ÏÂßÅÍÌÀÝÅÍÕ �ÏÌÀ K.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.ðÕÓÔØ ' : F ~→F ′ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÜÔÉÍÉ �ÏÌÑÍÉ: ' : F [x℄→F ′[x℄.ðÕÓÔØ p(x) ∈ F [x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚp′(x) = '(p(x)) ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ (�ÏÞÅÍÕ?). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÉÄÅÁÌÁÍ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ:F [x℄=(p(x)) ∼=F ′[x℄=(p(x)). üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-ÓÔÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.20. ðÕÓÔØ ' : F → F ′ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ, p(x)| ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ F , p′(x) | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÅ. ðÕÓÔØ � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅ-ÎÉÉ �ÏÌÑ F , Á � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p′(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ F ′. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : F (�) →F ′(�), �(�) = �, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' (Ô.Å. � |F=').äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, F [x℄=(p(x)) ∼= F ′[x℄=(p(x))| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ. á ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏF [x℄=(p(x)) ∼= F (�) É F ′[x℄=(p(x)) ∼= F ′(�). �1.6. ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.21. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,Ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �1; : : : ; �n, ÞÔÏ K = F (�1; : : : ; �n).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.22. îÅ ÎÁÄÏ �ÕÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ É ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. á ×ÏÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÓËÁÖÅÍ, ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅ Q(�)=Q ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ (É ÄÁÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ), ÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ.



6 ìåëãéñ 1ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ËÁË �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ:ìÅÍÍÁ 1.23. F (�; �) = (F (�))(�).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.24. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.1.7. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ F ⊂ K, � ∈ K.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.25. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÎÁÄ F , ÅÓÌÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.26. åÓÌÉ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É F ⊂ L, ÔÏ � ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÎ É ÎÁÄ L.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.27. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.28. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m�;F (x) ∈ F [x℄ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏm�;F (�) =0. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m�;F (x) × ËÏÌØ�Å F [x℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØm(x) = m�;F (x) | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É �ÕÓÔØ f(�) = 0. òÁÚÄÅÌÉÍ fÎÁ m Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: f(x) = m(x) · g(x)+ r(x), ÇÄÅ deg r(x) < degm(x).ðÏÓËÏÌØËÕ r(�) = 0, Á m(x) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÔÏ r(x) =0. úÎÁÞÉÔ, f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m(x) ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ m(x). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.29. åÓÌÉ L=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ, Á ÜÌÅÍÅÎÔ �ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F , ÔÏ m�;L(x) | m�;F (x) × ËÏÌØ�Å L[x℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.30. íÎÏÇÏÞÌÅÎ m�;F (x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �. åÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ deg� := degm�;F (x) ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.31. ðÕÓÔØ � | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. �ÏÇÄÁF (�) = F [x℄=(m�;F (x)). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [F (�) : F ℄ = deg�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.18. �


