
áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �1ëÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ×á1⋄1. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÅ� Z=4Z, Z=5Z, Z=6Z, Z=7Z, Z=8Z. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚÜÔÉÈ ËÏÌÅ� ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ×ÓÅ ÎÉÌØ�Ï-ÔÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈ.á1⋄2. Á) îÁÊÄÉÔÅ îïä(x; y), ÇÄÅ x | ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÉ �ÉÆÒ ×ÁÛÅÇÏ ÍÏ-ÂÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÌÅÆÏÎÁ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ×ÏÓØÍ£ÒËÉ), Á y | ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÑÔÉ �ÉÆÒ, É �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅîïä(x; y) × ×ÉÄÅ ax + by, ÇÄÅ a; b ∈ Z.Â) îÁÊÄÉÔÅ îïä ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f = x5 − 1 É g = x4 + x2 + 1 × ËÏÌØ�Å Q[x℄ É �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÅÇÏ× ×ÉÄÅ af + bg, ÇÄÅ a; b ∈ Q[x℄.á1⋄3. Á) ðÕÓÔØ a; b ∈ Fp { ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p (ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ akb ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ b É ÄÅÌÉÔ p− 1.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ × Fp ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ: ap = a (mod p) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É a ∈ Z.×) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ËÁÒÕÓÅÌÉ Ó p ËÁÂÉÎËÁÍÉ × a �×ÅÔÏ× (ËÁÖÄÕÀ ËÁ-ÂÉÎËÕ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ), É ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ.á1⋄4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ m Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Fp ÉÍÅÅÔ × Fp ÎÅ ÂÏÌÅÅ mËÏÒÎÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Fp ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.Â) òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp − x Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Fp × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÅÒÍÁ.×) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÌØÓÏÎÁ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p �ÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ(p− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.á1⋄5. ïÓÔÁÔÏË a ∈ Fp ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏËb ∈ Fp, ÞÔÏ b2 = a.Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ p?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÄÌÑ p = 4k + 3.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÄÌÑ p = 4k + 1.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ p = 4k + 1 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.á1⋄6. æÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ '(n) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n (Ô.Å. ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Z=nZ). îÁÊÄÉÔÅÁ) '(p), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ;Â) '(pk), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, k ∈ Z;×) '(pk11 · : : : · pkmm ), ÇÄÅ pi | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ: a'(n) = 1 (modn) , ÅÓÌÉ îïä(a; n) = 1.á1⋄7. æÕÎË�ÉÑ íÅÂÉÕÓÁ �(n) ÒÁ×ÎÁ (−1)k, ÅÓÌÉ n ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �(1) =1; �(2) = �(3) = −1; �(6) = 1; �(4) = �(12) = 0).Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ: ÅÓÌÉ b(n) = ∑d|n a(d), ÔÏ a(n) = ∑d|n b(d)�(nd ).Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ '(n) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �Ï ×ÓÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÞÉÓÌÁ n.á1⋄8. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 × Z=nZ, ÅÓÌÉ Á) n ÎÅÞÅÔÎÏ; Â) n ÞÅÔÎÏ?



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �2å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�ÁëÏÌØ�Ï K[[x℄℄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ) ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ a0+a1x+a2x2 + : : :, ÇÄÅ ai ∈ K. ëÏÌØ�Ï K((x)) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ)ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ a−Nx−N + a−N+1x−N+1 + a−N+2x−N+2 + : : :, ÇÄÅ ai ∈ K, Á N | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÜÔÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (Ô.Å., ÞÔÏÂÙ�ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ Ä×Á ÒÑÄÁ, ÎÁÄÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ xkxl = xk+l).á2⋄1. Á) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÞÅÒÅÚËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ?Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÏÌØ�Ï K[[x℄℄ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ?×) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × K[[x℄℄ É ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ × K[[x℄℄.Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K((x)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á K[[x℄℄.ëÏÌØ�Ï ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ Z. îÏÒÍÏÊ ÇÁÕÓÓÏ×ÁÞÉÓÌÁ z = a+ bi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ n(z) = a2 + b2.á2⋄2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØ�Ï, Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. Â) îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈËÏÌØ�Á Z[i℄ (Ô.Å. Ï�ÉÛÉÔÅ ÜÔÏ �ÏÌÅ ËÁË �ÏÄ�ÏÌÅ × C). ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ n : Z[i℄ → ZÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ, Ô.Å. n(zw) = n(z)n(w) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ z; w ∈ Z[i℄.á2⋄3. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ (Ô.Å. ÔÁËÉÅ z ∈ Z[i℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z−1 ∈ Z[i℄).þÅÍÕ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÉÈ ÎÏÒÍÁ?Â) òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÁ 2, 3 É 5 × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ (Ô.Å. ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ.á2⋄4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ z1; z2 ∈ Z[i℄ É z2 6= 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅr; q ∈ Z[i℄, ÞÔÏ z1 = r · z2 + q É n(q) < n(z2).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÇÌÁ×ÎÙÊ.×) (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÄÌÑ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÇÁÕÓ-ÓÏ×Ï ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ (Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ).á2⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å Z[i√5℄ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ (Á, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÇÌÁ×ÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É ÎÅÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ).á2⋄6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: 1) �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × ËÏÌØ�Å Z[i℄; 2) ËÏÌØ�Ï Fp[x℄=(x2 + 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ; 3) ÞÉÓÌÏ p ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ4k + 3;Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: 1) �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z ÅÓÔØ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á Z[i℄, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ;2) ËÏÌØ�Ï Fp[x℄=(x2 + 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Fp ⊕ Fp; 3) ÞÉÓÌÏ p ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4k + 1;×) þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ p = 2?á2⋄7. Á) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2+y2 �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx; y ?Â) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + y2 = n × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔn ∈ Z, ÚÎÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.×) ðÕÓÔØ �1(n) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ 4k+1, Á �3(n) {ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ 4k + 3. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + y2 = n ÞÅÒÅÚ �1(n) É �3(n).



á2⋄8*. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 3 ÎÁÄ F2 É F3.Â) ðÕÓÔØ In(q) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ Fq. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×: (1− qx)−1 = ∞∏n=1(1− xn)−In(q).×) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ In(q) Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ q.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ.á2⋄9*. Á) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ A2.2{A2.4 ÄÌÑ ËÏÌØ�Á ÞÉÓÅÌ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ a + b� ∈ C, ÇÄÅ � = i√3−12 , a; b ∈ Z.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × ËÏÌØ�Å ÞÉÓÅÌ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ
Z[�℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï Fp[x℄=(x2 + x + 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ�ÒÏÓÔÙÅ ×ÉÄÁ p = 6k − 1 É p = 2.Ç) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − xy + y2 = n × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ n ∈ Z.

(ìÉÓÔÏË �2, ÓÔÒ. 2)



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �3îÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ �ÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙá3⋄1. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÑ C(x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÌÅÍ:
{P (x; y)Q(x; y) | P;Q | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ} :Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÄ�ÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ C(x).á3⋄2. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xn − 2 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q?Â) äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁË üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ: ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xn+an−1xn−1+: : :+a1x+a0 Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, �ÒÉÞÅÍ a0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p2, ÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q.á3⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xn+xn−1+ : : :+x+1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ n + 1 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÅÚÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ x→ x+ 1.á3⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (x2− y) ⊂ C[x; y℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ.á3⋄5. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï C[x; y℄=(x2 + y2 − 1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï C[x; y℄=(x2 + y2 − 1) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ C[x℄, ÎÏ ÅÇÏ �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈÉÚÏÍÏÒÆÎÏ C(x).õËÁÚÁÎÉÅ. óÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÁÎÇÅÎÓ �ÏÌÏ×ÉÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ.á3⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp − x + a ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp �ÒÉ a 6= 0õËÁÚÁÎÉÅ. ÷Ó£-ÔÁËÉ �ÏÌÅÚÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ x → x+ 1.



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �4ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉá4⋄1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Á) 11−�x ; Â) 1(1−�x)k .ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an}; n = 0; 1; 2; : : : ; ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∞∑n=0 anxn.á4⋄2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {un} ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: u0 = u1 =1 É un+1 = un + un−1.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 11−x−x2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏ-ÎÁÞÞÉ, Ô.Å. ∞∑n=0 unxn = 11−x−x2 ;Â) òÁÚÌÏÖÉ× �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ �ÕÎËÔÁ (Á) ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÎÁÊÄÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.×) îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ É Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Un := n∑k=0ukun−k.á4⋄3. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ìÏ-ÒÁÎÁ (log f(x))′ := f ′(x)f(x) .Á) ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (log f(x)g(x))′ = (log f(x))′ + (log g(x))′.á4⋄4. Á) äÌÑ ËÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× fn(x) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ∞∑n=1 fn(x)?Â) á ËÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∞∏n=1 fn(x)?×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ á4.3 Â) ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ?Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1− x = ∞∏n=1 (1 + x2n)−1.á4⋄5. þÉÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ P (n) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄÏË ÓÌÁÇÁÅÍÙÈÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑÒÁ×ÎÙÍÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 + ∞∑n=1P (n)xn = ∞∏n=1(1− xn)−1.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.õËÁÚÁÎÉÅ. óÒÁ×ÎÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.á4⋄6*. þÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ Cn ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ (n+2)-ÕÇÏÌØÎÉËÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ C(x) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Cn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ xC(x)2 − C(x) + 1 = 0;Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Cn ÞÅÒÅÚ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÅÛÉÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁÈ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �5÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áá5⋄1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ xn = xn−1 + xn−2, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.Â) ÷ÙÂÅÒÉÔÅ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÂÁÚÉÓ É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ �Ï ÎÅÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ un ÞÉÓÅÌæÉÂÏÎÁÞÞÉ.×) ðÒÉ ËÁËÉÈ �; � ∈ C × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ xn = �xn−1 + �xn−2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ?á5⋄2. õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P (t) ∈
C[t℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, Á) ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÁÈ t = 0; t = 1 É t = 5;Â) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ P (0) = P (1) = 2P (5).á5⋄3 (éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.). ðÕÓÔØ V | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n.Á) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ C, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌ Æp ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V : Æp(f) = f(p).Â) ðÕÓÔØ p1; : : : ; pn+1 ∈ C { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. õËÁÖÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅn, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ Æp1; : : : ; Æpn+1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗, É ÎÁÊÄÉÔÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .Ç) õËÁÖÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ × ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ p1; : : : ; pn+1ÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a1; : : : ; an+1.á5⋄4. Á) óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ?Â) óËÏÌØËÏ ÔÁÍ �ÒÑÍÙÈ (1-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×)? ×) Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×? Ç) k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×?á5⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Fp → Fp ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ p−1.



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �6ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑá6⋄1. ðÕÓÔØ V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, U ,W | ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ (ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙÁ) U + V = (U ⊕W )=(U ∩W );Â) (U +W )=U =W=(U ∩W );×) V=(U +W ) = (V=U)=(W=(U ∩W )).á6⋄2. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ui | ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏÁ) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dimU1 ∩ U2;Â) dim(U1 + U2 + U3) = dimU1 + dimU2 + dimU3 − dimU1 ∩ U2 − dimU2 ∩ U3 − dimU3 ∩ U1 +dimU1 ∩ U2 ∩ U3?á6⋄3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V .Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ× ÄÒÕÇÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ (Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ) Â) �ÁÒ ×) ÔÒÏÅË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.Ç*) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈÎÁÂÏÒÏ× ÞÅÔ×ÅÒÏË �ÒÑÍÙÈ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Ô.Å. ÄÌÑ ÞÅÔ×ÅÒÏË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ \ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ" ÏÔ×ÅÔÁ).á6⋄4. ðÕÓÔØ A | ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÞÔÏ A2 = A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏV ÍÏÖÎÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ U ⊕ W ÔÁË, ÞÔÏ A |�ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.á6⋄5. ðÕÓÔØ A : U → W É B : V → U | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) rk (AB) ≤ rk (A), rk (AB) ≤ rk (B);Â) |rk (A)− rk (B)| ≤ rk (A+B) ≤ rk (A) + rk (B).



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �7çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉá7⋄1. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ëÁËÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�kV ?á7⋄2. ðÕÓÔØ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ×ÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ �2E Ó E ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∧ : E × E → �2E �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÙÞÎÏÅ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.á7⋄3. ðÕÓÔØ F | k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ [F ℄ := f1 ∧ f2 ∧ : : : ∧ fk ∈ �kV ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (fi) × F (\×ÌÏÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ").Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [F ℄ ∧ [F ℄ = 0.×) ðÕÓÔØ k = 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ! ∈ �2V , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ ! ∧ ! = 0, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÉÎÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù.çÌÁ×ÎÙÍ ÍÉÎÏÒÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÉÎÏÒ mij, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÉ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÉ i-ÊÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.á7⋄4. îÁÊÄÉÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ 2× 2-ÍÉÎÏÒÙ ÌÀÂÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù 2× 4 (\ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ").ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. åÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á Â,Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ (−1)i+jmji.á7⋄5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A · Â = detA · E.õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÍÁÔÒÉ�Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ A ÎÁ �n−1V ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÉÍ.á7⋄6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÅÛÅÔËÕ Zn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÎÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÂßÅÍ.Â*) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ Zn ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÂßÅÍ.×*) ðÕÓÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ ÌÅÖÉÔ n ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ, ÁÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Å | b ÕÚÌÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ ðÉËÁ: S = n + b2 − 1.



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �8÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊá8⋄1. îÁÊÄÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ n× n-ÍÁÔÒÉ�Ù (aij), ÇÄÅÁ) aij = ij; Â) aij = i+ j; ×) aij = 1− Æij; Ç*) aij =îïä(i; j).á8⋄2. ëÏÎÔÉÎÕÁÎÔÏÊ (a1a2 : : : an) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ n× n
det

a1 1 0 0 : : : 0 0
−1 a2 1 0 : : : 0 00 −1 a3 1 : : : 0 0... ... ... ... . . . ... ...0 0 0 0 : : : an−1 10 0 0 0 : : : −1 an




:
Á) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ (a1a2 : : : an) × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ a1; a2; : : : an.Â) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÎÔÉÎÕÁÎÔÙ �Ï �ÅÒ×ÙÍ k ÓÔÒÏËÁÍ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a1a2 : : : an)(a2a3 : : : an) = a1 + 1a2 + 1a3+ 1:::+ 1aná8⋄3. íÁÔÒÉ�ÅÊ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á n× n




1 1 : : : 1x1 x2 : : : xn... ... . . . ...xn−11 xn−12 : : : xn−1n

 :Á) îÁÊÄÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.Â) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÍÁÔÒÉ�Å ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ.á8⋄4 (æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ). ðÕÓÔØ ek | k-Ñ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn, Á sk := xk1 + : : :+ xkn | k-Ñ ÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sk ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀdet e1 1 0 : : : 0 02e2 e1 1 : : : 0 0... ... ... . . . ... ...(k − 1)ek−1 ek−2 ek−3 : : : e1 1kek ek−1 ek−2 : : : e2 e1



:Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k!ek ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀdet s1 1 0 : : : 0 0s2 s1 2 : : : 0 0... ... ... . . . ... ...sk−1 sk−2 ek−3 : : : s1 k − 1sk sk−1 sk−2 : : : s2 s1



:á8⋄5. Á) ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0ÔÁËÏ×, ÞÔÏ TrAn = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �9áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ùá9⋄1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Á) Hom(Z;Z=nZ); Â) Hom(Z=mZ;Z); ×) Hom(Z=mZ;Z=nZ).á9⋄2. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ÇÒÕ��Ù Z=mnZ É Z=mZ⊕ Z=nZ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?Â) ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕ�� ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ: Z=6Z⊕ Z=36Z, Z=9Z⊕ Z=24Z, Z=12Z⊕ Z=18Z?á9⋄3. åÓÔØ ÌÉ × Z=2Z⊕ Z=16Z �ÏÄÇÒÕ��Á, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ Z=4Z⊕ Z=4Z?á9⋄4. áÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á A ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÇÒÕ��Ù Z=2pZ, Á ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
Z=2qZ (ÞÉÓÌÁ p É q �ÒÏÓÔÙÅ). þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Á A?á9⋄5. ðÕÓÔØ A = Zn, F : A → A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:Á) ÇÒÕ��Á A= ImF ËÏÎÅÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ detF 6= 0.Â) ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÒÁ×ÅÎ | detF |.á9⋄6. ðÕÓÔØ dA(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ n, × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ�-�Å A.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á A ËÏÎÅÞÎÁ É �ÒÉ ÜÔÏÍ dA(n) 6 n, ÔÏ A �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.Â*) ðÕÓÔØ dA = dB ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� A É B. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù A É BÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?á9⋄7.Á) ðÕÓÔØ K× | ÇÒÕ��Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ K (�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ). íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÎÅ�ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ?Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ×ÓÅÇÄÁ �ÉËÌÉÞÎÁ?á9⋄8*. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÇÒÕ��Õ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á Z=mZ, ÇÄÅ m �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, × �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.



áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, ÏÓÅÎØ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �10öÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÍÁÔÒÉ�÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k | ÜÔÏ R ÉÌÉ C.ðÕÓÔØ A | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÜËÓ�Ï-ÎÅÎÔÕ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕexpA := ∞∑n=0 Ann! = E +A+ A22! + A33! + : : : :á10⋄1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÓÔØ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ(Ô. Å. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ).Â) ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ É ÅÇÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ?á10⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×:Á) ddx : k[x℄ → k[x℄;Â) ( 0 t
−t 0 ) : R2 → R2.á10⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(expA) = exp(trA).á10⋄4. ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �A(t) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÏÌÅ) PÉ Q × ËÏÒÎÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �A(t) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ P (A) = Q(A).Â) ëÁË, ÚÎÁÑ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Ó×ÅÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ?á10⋄5. ðÕÓÔØ V | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (fi), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÅ fn+k+1 = akfn+k + : : : + a1fn+1 + a0fn, É �ÕÓÔØ T : V → V | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ 1, Ô. Å.(Tf)n = fn+1.Á) îÁÊÄÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ T .Â) îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ T . ëÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ?×) îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ É ÖÏÒÄÁÎÏ× ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ T É ÓÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÕÊÔÅ ÏÂÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ.Ç*) ðÏÌÕÞÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.


