
áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, 12 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �2å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�ÁëÏÌØ�Ï K[[x℄℄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ) ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ a0+a1x+a2x2 + : : :, ÇÄÅ ai ∈ K. ëÏÌØ�Ï K((x)) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ)ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ a−Nx−N + a−N+1x−N+1 + a−N+2x−N+2 + : : :, ÇÄÅ ai ∈ K, Á N | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÜÔÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (Ô.Å., ÞÔÏÂÙ�ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ Ä×Á ÒÑÄÁ, ÎÁÄÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ xkxl = xk+l).á2.1. Á) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÞÅÒÅÚËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ?Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÏÌØ�Ï K[[x℄℄ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ?×) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × K[[x℄℄ É ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ × K[[x℄℄.Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K((x)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á K[[x℄℄.ëÏÌØ�Ï ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ Z. îÏÒÍÏÊ ÇÁÕÓÓÏ×ÁÞÉÓÌÁ z = a+ bi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ n(z) = a2 + b2.á2.2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØ�Ï, Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. Â) îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØ�Á
Z[i℄ (Ô.Å. Ï�ÉÛÉÔÅ ÜÔÏ �ÏÌÅ ËÁË �ÏÄ�ÏÌÅ × C). ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ n : Z[i℄ → Z ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ, Ô.Å. n(zw) = n(z)n(w) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ z; w ∈ Z[i℄.á2.3. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ (Ô.Å. ÔÁËÉÅ z ∈ Z[i℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z−1 ∈ Z[i℄).þÅÍÕ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÉÈ ÎÏÒÍÁ?Â) òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÞÉÓÌÁ 2, 3 É 5 × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ (Ô.Å. ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ.á2.4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ z1; z2 ∈ Z[i℄ É z2 6= 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅr; q ∈ Z[i℄, ÞÔÏ z1 = r · z2 + q É n(q) < n(z2).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÇÌÁ×ÎÙÊ.×) (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÄÌÑ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÇÁÕÓ-ÓÏ×Ï ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ (Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ).á2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å Z[i√5℄ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ (Á, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÇÌÁ×ÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ É ÎÅÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ).á2.6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: 1) �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × ËÏÌØ�Å Z[i℄; 2) ËÏÌØ�Ï Fp[x℄=(x2 + 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ; 3) ÞÉÓÌÏ p ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ4k + 3;Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: 1) �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z ÅÓÔØ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á Z[i℄, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ;2) ËÏÌØ�Ï Fp[x℄=(x2 + 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Fp ⊕ Fp; 3) ÞÉÓÌÏ p ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4k + 1;×) þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ p = 2?á2.7. Á) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2+y2 �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx; y ?Â) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + y2 = n × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔn ∈ Z, ÚÎÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.×) ðÕÓÔØ �1(n) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ 4k+1, Á �3(n) {ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ 4k + 3. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + y2 = n ÞÅÒÅÚ �1(n) É �3(n).



á2.8*. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 3 ÎÁÄ F2 É F3.Â) ðÕÓÔØ In(q) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ Fq. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×: (1− qx)−1 = ∞∏n=1(1− xn)−In(q).×) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ In(q) Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ q.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÉÔÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ.á2.9*. Á) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÉ A2.2{A2.4 ÄÌÑ ËÏÌØ�Á ÞÉÓÅÌ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ a+ b� ∈ C, ÇÄÅ � = i√3−12 , a; b ∈ Z.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ × ËÏÌØ�Å ÞÉÓÅÌ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ
Z[�℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï Fp[x℄=(x2 + x + 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ�ÒÏÓÔÙÅ ×ÉÄÁ p = 6k − 1 É p = 2.Ç) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − xy + y2 = n × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ n ∈ Z.

(ìÉÓÔÏË �2 , ÓÔÒ. 2)


