
áÌÇÅÂÒÁ × îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ, 5 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2011 Ç. ìÉÓÔÏË �1ëÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ×á1.1. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÅ� Z=4Z, Z=5Z, Z=6Z, Z=7Z, Z=8Z. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚÜÔÉÈ ËÏÌÅ� ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ×ÓÅ ÎÉÌØ�Ï-ÔÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈ.á1.2. Á) îÁÊÄÉÔÅ îïä(x; y), ÇÄÅ x | ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÉ �ÉÆÒ ×ÁÛÅÇÏ ÍÏ-ÂÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÌÅÆÏÎÁ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ×ÏÓØÍ£ÒËÉ), Á y | ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÑÔÉ �ÉÆÒ, É �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅîïä(x; y) × ×ÉÄÅ ax + by, ÇÄÅ a; b ∈ Z.Â) îÁÊÄÉÔÅ îïä ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f = x5
− 1 É g = x4 + x2 + 1 × ËÏÌØ�Å Q[x℄ É �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÅÇÏ× ×ÉÄÅ af + bg, ÇÄÅ a; b ∈ Q[x℄.á1.3. Á) ðÕÓÔØ a; b ∈ Fp { ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p (ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ akb ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ b É ÄÅÌÉÔ p− 1.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ × Fp ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ: ap = a (mod p) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É a ∈ Z.×) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ËÁÒÕÓÅÌÉ Ó p ËÁÂÉÎËÁÍÉ × a �×ÅÔÏ× (ËÁÖÄÕÀ ËÁ-ÂÉÎËÕ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ), É ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ.á1.4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ m Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Fp ÉÍÅÅÔ × Fp ÎÅ ÂÏÌÅÅ mËÏÒÎÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Fp ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.Â) òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp − x Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Fp × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÅÒÍÁ.×) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÌØÓÏÎÁ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p �ÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ(p− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.á1.5. ïÓÔÁÔÏË a ∈ Fp ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏËb ∈ Fp, ÞÔÏ b2 = a.Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ p?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÄÌÑ p = 4k + 3.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÄÌÑ p = 4k + 1.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ p = 4k + 1 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.á1.6. æÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ '(n) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n (Ô.Å. ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Z=nZ). îÁÊÄÉÔÅÁ) '(p), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ;Â) '(pk), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, k ∈ Z;×) '(pk11 · : : : · pkmm ), ÇÄÅ pi | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ: a'(n) = 1 (modn) , ÅÓÌÉ îïä(a; n) = 1.á1.7. æÕÎË�ÉÑ íÅÂÉÕÓÁ �(n) ÒÁ×ÎÁ (−1)k, ÅÓÌÉ n ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �(1) =1; �(2) = �(3) = −1; �(6) = 1; �(4) = �(12) = 0).Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ: ÅÓÌÉ b(n) = ∑d|n a(d), ÔÏ a(n) = ∑d|n b(d)�(nd ).Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ '(n) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �Ï ×ÓÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÞÉÓÌÁ n.á1.8. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 × Z=nZ, ÅÓÌÉ Á) n ÎÅÞÅÔÎÏ; Â) n ÞÅÔÎÏ?


