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ëÕÂÉËÉ
ðÏÌÅ k × ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ 2 É 3.
ëÕÂÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 × P2.
úÁÄÁÞÁ 1. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÕÂÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ Ä×Å ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÁ.
b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÕÂÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÌÉÂÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ.
ðÕÓÔØ C ⊂ A2 { ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f = 0. ôÏÞËÁ P ∈ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ × A2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ P
ÉÍÅÅÔ × P ÎÏÌØ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 3.
ôÏÞËÁ P ∈ C ⊂ P2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ×
ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ.
úÁÄÁÞÁ 2. a) ðÕÓÔØ C { ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). ôÏÇÄÁ (x0; f(x0)) ∈ C { ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ
ÔÉÔÔË f ′′(x0) = 0. b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ËÁÒÔÙ.
íÁÔÒÉÃÅÊ çÅÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Å£ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÙÈ

Hij(f) =
( @2f
@xi@xj

)
:

çÅÓÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Å£ ÍÁÔÒÉÃÙ çÅÓÓÅ: H(f) = det H(f).
úÁÄÁÞÁ 3. a) ëÁË ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ çÅÓÓÅ É ÇÅÓÓÉÁÎ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �x = A�x′?
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ∈ C ⊂ P2 ËÒÉ×ÏÊ {f = 0} { ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÔÉÔÔË H(f)(P ) = 0.
c) óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d?
ðÏÄÓËÁÚËÁ Ë b: ×ÙÂÅÒÅÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
úÁÄÁÞÁ 4. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÕÂÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÆÏÒÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ : y2 = x3 + px+ q.
ðÏÄÓËÁÚËÁ: ×ÙÂÅÒÉÔÅ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÚÁ (0 : 1 : 0), Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ × ÎÅÊ { ÚÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ × ÆÏÒÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÎÅÏÓÏÂÁ ÔÉÔÔË � = 4p3 + 27q2 6= 0.
c∗) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ j = 2833p3

4p3+27q2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÒÉ×ÏÊ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÏÒÍÙ
÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ), ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × k É ÞÔÏ Ä×Å ÎÅÏÓÏÂÙÅ ËÕÂÉËÉ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÍÉ j ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
d∗) çÄÅ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÌÑ?
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ËÕÂÉËÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ y2 = x3 ÉÌÉ
y2 = x3 + x2. ëÁËÏ×Ù ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ?
ðÕÓÔØ Sd { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x0; x1; x2 ÓÔÅÐÅÎÉ d. äÌÑ ÔÏÞÅË
P1; : : : ; Pn ∈ P2 ÞÅÒÅÚ Sd(P1; : : : ; Pn) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Sd, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ Pi.
úÁÄÁÞÁ 6. a) ðÕÓÔØ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÔÏÞËÉ ÉÚ P1; P2; : : : ; P5 ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ
dimS2(P1; : : : ; Pi) = 6− i ÐÒÉ i 6 5.
b◦) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 5 ÔÏÞÅË ÎÁ P2, ÎÉËÁËÉÅ 4 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ.
c) ðÕÓÔØ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÔÏÞËÉ ÉÚ P1; P2; : : : ; P8 ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÉËÁËÉÅ 7 ÎÅ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÅ. ôÏÇÄÁ dimS3(P1; : : : ; Pi) = 10− i ÐÒÉ i 6 8.
d) ðÕÓÔØ Ä×Å ËÕÂÉËÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × 9 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ËÕÂÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ
ÞÅÒÅÚ 8 ÉÚ ÎÉÈ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ ÄÅ×ÑÔÕÀ.
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úÁÄÁÞÁ 7 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). a) ðÕÓÔØ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ABCDEF ×ÐÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ, P = AB ∩DE, Q = BC ∩ EF , R = CD ∩ FA. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P;Q;R ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÄÓËÁÚËÁ: AB ∪ CD ∪ EF { ËÕÂÉËÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ÷ÏÚØÍ£Í ÚÁ
ÎÏÌØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ O. íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÔÒ£È ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ −P ËÁË ÔÒÅÔØÀ
ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ PO Ó C. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ −(P + Q) ËÁË ÔÒÅÔØÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ PQ Ó C, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ P +Q ËÁË −(−(P +Q)). ëÁË ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ?
ðÕÓÔØ P;Q;R ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 8 ÔÏÞÅË O;P;Q;R; S = P + Q;−S; T = Q + R;−T ÎÁ C É
Ä×Å ËÕÂÉËÉ: PQ ∪OT ∪RS É QR ∪OS ∪ PT
úÁÄÁÞÁ 8◦. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ PT ∩RS ∈ C É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ××ÅÄ£ÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 9. a) ïÐÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÏÞËÉ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÕÂÉËÅ. óËÏÌØËÏ ÉÈ?
b) ïÐÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÏÞËÉ ÐÏÒÑÄËÁ 3 ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÕÂÉËÅ. óËÏÌØËÏ ÉÈ?
c) ïÐÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÏÞËÉ ÐÏÒÑÄËÁ 4 ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÕÂÉËÅ. óËÏÌØËÏ ÉÈ?
úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÕÂÉËÕ ÐÏ Ä×ÕÍ ÔÏÞËÁÍ ÐÅ-
ÒÅÇÉÂÁ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ É ÞÅÒÅÚ ÔÒÅÔØÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÇÉÂÁ.
úÁÄÁÞÁ 11. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÕÂÉËÁ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÁ P1.
b∗) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÕÂÉËÁ ÎÅÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ C { ËÕÂÉËÁ æÅÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x3

0 + x3
1 − x3

2 = 0.
a◦) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ Å£ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ j-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ.
b◦) îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ C.
c) ïÐÉÛÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× C.
d∗) ïÐÉÛÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× C.


