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ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ
ðÏÌÅ k × ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ.
ðÕÓÔØ C ⊂ A2

k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f = 0. ôÏÞËÁ
P ∈ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ dfP = 0, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 1◦. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ a ËÒÉ×ÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x3

0 +x3
1 +x3

2 +a(x0 +x1 +
x2)3 = 0 × P2, ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ? îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ. âÕÄÅÔ ÌÉ ËÒÉ×ÁÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ?
úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÒÉ×ÙÈ:
a)x2 = x4 + y4,
b)xy = x6 + y6,
c)x3 = y2 + x4 + y4,
d◦)x2y + xy2 = x4 + y4.
îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÔÉ ËÒÉ×ÙÅ.
úÁÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x; y] × ×ÉÄÅ f = f0 +f1 +f2 + : : :, ÇÄÅ fi { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÏÔ x É y ÓÔÅÐÅÎÉ i. åÓÌÉ r { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fr 6= 0, ÔÏ �p = r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏ-
ÓÔØÀ ÔÏÞËÉ P = (0; 0) ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÉÌÉ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ)
Ä×ÏÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ f2 { ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ f2 = l2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ l, É f3 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ l.
úÁÄÁÞÁ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P = (0; 0) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ C ÔÉÔÔË f0 = 0, ÏÎÁ ÏÓÏÂÁÑ
ÔÉÔÔË f1 = 0.
úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ P { ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ r. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L 3 P ,
ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ L ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ P ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ r, Á ÄÌÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÑÍÙÈ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ ÂÏÌØÛÅ r. üÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë
C × ÔÏÞËÅ P . åÓÌÉ × ÔÏÞËÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ r ÉÍÅÅÔÓÑ r ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ r-ËÒÁÔÎÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 5. a) îÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2.
b) îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÒÏ×ÎÏ r ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÏÊÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.
úÁÄÁÞÁ 6. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ d− 1,
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.
b∗) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÊ) ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C
ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ C → P2, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ { ËÒÉ×ÁÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ,
ÞÅÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÚÄÕÔÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V = An × ÔÏÞËÅ P = (0; 0; : : : ; 0) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Ṽ = {(v; L) | v ∈ L} ⊂ V × P(V );

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÐÒÏÅËÃÉÀ Ṽ → V , (v; L) 7→ v.
úÁÄÁÞÁ 7. a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ṽ { Ë×ÁÚÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �−1(V \ P ) ÎÁ V \ P , É ÞÔÏ E :=
�−1(P ) ∼= P(V ).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ × V ×ÍÅÓÔÏ P ×ËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÊ × P . åÓÌÉ X ⊂ V { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÉÊ
ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁË ÚÁÍÙËÁÎÉÅ (ËÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ?)

X̃ = �−1(X \ P ):
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ðÕÓÔØ P ∈ C { ÔÏÞËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, � : Ã2 → A2 { ÒÁÚÄÕÔÉÅ P , E = �−1(P ) ⊂ Ã2, Á
C̃ ⊂ Ã2 { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ C.
úÁÄÁÞÁ 8. a) ðÕÓÔØ C { ËÒÉ×ÁÑ, ÎÅÏÓÏÂÁÑ × P . ôÏÇÄÁ C̃ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ E ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ×
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë C × P .
b) ðÕÓÔØ C = ∪Li { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ P . ôÏÇÄÁ C̃ = ∪C̃i { ÏÂßÅÄÉ-
ÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ.
c) ðÕÓÔØ P { ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ C. ôÏÇÄÁ C̃ ÉÍÅÅÔ ËÁÓÁÎÉÅ Ó E ÐÏÒÑÄËÁ 2.
d) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ E ∩ C̃ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ × P Ë C.
e∗) ïÐÉÛÉÔÅ E ∩ X̃ ÄÌÑ X ⊂ An { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.
÷×ÏÄÑ ÎÁ ÒÁÚÄÕÔÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÕÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏ-
ÇÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÐÏÔÏÍ ÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ, É Ô.Ä. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
× ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.
úÁÄÁÞÁ 9. óÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ËÒÉ×ÙÈ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁÒÔÉÎËÉ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ,
Ô.Å. Ë ÚÁÍÅÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ.
úÁÄÁÞÁ 10. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÉÄÁ 1 + : : :
(ÞÌÅÎÙ ÓÔÁÒÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ) ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ËÏÒÅÎØ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.
b) ðÕÓÔØ l(x; y) É m(x; y) { ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, Á h = l + h2 + : : : ; g =
m+ g2 + : : : { ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ k[[x; y]],
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ x É y × h É g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 11. a) ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ f = 0 ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ Ä×ÏÊÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = h · g × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× h; g ∈ k[x; y] ×ÉÄÁ
h = h1 + h2 + : : : ; g = g1 + g2 + : : :.
õÞÉÔÙ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÕ 10b, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ f = 0 ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ËÒÉ×ÏÊ xy = 0 { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ.
b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ x2 = y3.
c) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ
xy = 0 ÉÌÉ x2 = yr, ÇÄÅ r > 3.


