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8. ëìåôëé ûõâåòôá.

úÁÄÁÞÁ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × Rn+1 ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en+1, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ak ⊂ RPn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ×
ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lk+1

def= 〈e1; : : : ; ek+1〉, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × Lk. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ak ÇÏÍÅÏ-
ÍÏÒÆÎÏ Rk. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ak ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RPn. ×) óÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ CPn.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 1Â). òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉ n = 1 É n = 2, ÚÁÔÅÍ ÐÒÉ n = 3.
úÁÄÁÞÁ 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G(4; 2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R4. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × R4

ÂÁÚÉÓ e = (e1; : : : ; e4). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á G(4; 2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÍ Rk, É ÎÁÊÄÉÔÅ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ k: Á) �2;2(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
〈e1; e2〉 ÔÏÌØËÏ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 〈e1; e2; e3〉; Â) �2;1(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ
× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 〈e1; e2; e3〉, ÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 〈e1; e2〉 ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 〈e1〉; ×) �2(e): ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 〈e1; e2〉 ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ 〈e1〉, É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 〈e1; e2; e3〉; Ç) �1;1(e):
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 〈e1; e2; e3〉 É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 〈e1; e2〉 ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ
〈e1〉; Ä) �1(e): ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 〈e1; e2; e3〉 É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 〈e1; e2〉 ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ
〈e1〉.
úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÞÉ 2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ G(4; 2). Â) ðÕÓÔØ ÉÎ-
ÄÅËÓÙ � É � ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ dim�� + dim�� = 4(= dimG(2; 4)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÏ× e É f \ÏÂÝÅÇÏ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ" ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ��(e)∩��(f) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. ×) óÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G+(4; 2) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × R4. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G+(4; 2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S2 × S2. Ä) ÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S2 × S2 ÉÍÅÅÔÓÑ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ S2 ÎÁ ÔÏÞËÕ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ). ëÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÅÔÏË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ × ÐÕÎËÔÅ 3×?

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e = (e1; : : : ; en) × Rn. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊂ Rn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ as =
as(V ) def= dimV ∩ 〈e1; : : : ; es〉.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an É 1−a1 ≤ 2−a2 ≤ · · · ≤ n−an. Â) îÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÄÅËÓ s ×ÅÄÕÝÉÍ,
ÅÓÌÉ as > as−1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vk ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
vi = emi + fi, ÇÄÅ mi | i-Ê ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ×ÅÄÕÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ, Á fi = ∑

t �
(i)
t et, ÇÄÅ × ÓÕÍÍÅ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ t ÍÅÎØÛÅ

mi É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÔ ×ÅÄÕÝÉÈ.
úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �{a1; : : : ; an}(e) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V ⊂ Rn Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØÀ as ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rk, É ÎÁÊÄÉÔÅ k. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ dimV = 1 É n = 4; dimV = 2 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÚÁÄÁÞ 1 É 2.
úÁÄÁÞÁ 6. äÌÑ ËÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a1; : : : ; an, b1; : : : ; bn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �{a1; : : : ; an}(e) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �{b1; : : : ; bn}(e)?
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