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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. �n(Sn) = Z.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÕÐÐÁ �n(Sn) = Z; ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
id : Sn → Sn

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÌÏÖÉÍ Sn−1 × Sn × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜË×ÁÔÏÒÁ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÜË×ÁÔÏÒÁ ÄÕÇÁÍÉ ÂÏÌØ-
ÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ (ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÍÉ) Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ Sn ÉÍÅÅÔÓÑ ÛÉÒÏÔÁ  (c) ∈ [−�=2;+�=2])
É, ÅÓÌÉ c ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ, ÄÏÌÇÏÔÁ '(c) ∈ Sn−1. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ g : Sn−1 →
Sn−1 ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÕ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �g : Sn−1 → Sn−1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ '(�g(c)) = g('(c))
É  (�g(c)) =  (c) (ÐÏÌÀÓÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ g1, ÔÏ �g0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ �g1,
ÔÁË ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �n−1(Sn−1)→ �n(Sn); ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÏÔÓÀÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÕÅÔ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
�1(S1) = Z, ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ �1(S1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Sn → Sn, É ÐÕÓÔØ a É b | ÓÅ×ÅÒÎÙÊ É ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓÙ ÓÆÅÒÙ-ÏÂÒÁÚÁ Sn. ëÁË É
× ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 6 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f . ðÒÏÏÂÒÁ-
ÚÙ ÐÏÌÀÓÏ× ÐÒÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË: f−1(a) = {u1; : : : ; us}
É f−1(b) = {v1; : : : ; vr}. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ!) �t : Sn → Sn, 0 ≤ t ≤ 1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÆÅÒÙ
× ÓÅÂÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �0 = id, Á �1(ui) ÌÅÖÉÔ × ÓÅ×ÅÒÎÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ, É �1(vi) | × ÀÖÎÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f ◦ �1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ f É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ a É b ÌÅÖÁÔ × ÓÅ×ÅÒÎÏÍ É ÀÖÎÏÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÉ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f ◦ �1 ÏÐÑÔØ f .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ \ÐÏÌÑÒÎÙÅ ÛÁÐÏÞËÉ" U 3 a É V 3 b ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f−1(U) É f−1(V ) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÜË×ÁÔÏÒÏÍ
ÓÆÅÒÙ-ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ | ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜË×ÁÔÏÒ ÚÁÍËÎÕÔ É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a É b. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
(ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ!) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �t : Sn → Sn, 0 ≤ t ≤ 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �0 = id, �t(c) = c
ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ c, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒÅ ÓÆÅÒÙ-ÏÂÒÁÚÁ Sn, É �t ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ ×ÓÅ ÓÅ×ÅÒÎÏÅ
ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ, Á V | ÎÁ ×ÓÅ ÀÖÎÏÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �1◦f ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ f (É ÂÕÄÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ f), ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ÜË×ÁÔÏÒ Sn × ÜË×ÁÔÏÒ, ÓÅ×ÅÒÎÏÅ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ × ÓÅ×ÅÒÎÏÅ, Á ÀÖÎÏÅ × ÀÖÎÏÅ. åÝÅ ÏÄÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÏÖÎÏ
ÄÏÂÉÔØÓÑ (ËÁË?), ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÌÏ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ × ÓÅ×ÅÒÎÙÊ, Á ÀÖÎÙÊ | × ÀÖÎÙÊ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ �t : Sn → Sn, 0 ≤ t ≤ 1, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ \ÛÉÒÏÔÁ-ÄÏÌÇÏÔÁ" ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ f( ;') = (g( ;'); h( ;'));
ÄÌÑ ÎÅÇÏ g(0; ') = 0, g(±�=2; ') = ±�=2. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

�t( ;') =
{(
 ; h(0; ')

)
; −�t=2 ≤  ≤ �t=2(

(1− t)g( −�t=21−t ; ') + �t
2 ; h( −�t=21−t ; ')

)
; �t=2 ≤  ≤ �=2;

ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ  ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÏÇÄÁ �0 = f , �1 | ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ f ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒ ÓÆÅÒÙ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Sn → Sn ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÅ, É � | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. EÓÌÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÞÔÏ �n−1(Sn−1) = Z, ÔÏ ÉÚ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔÉ � ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ �n(Sn) ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ×ÔÏÒÕÀ
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ deg : �n(Sn)→ Z (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ).

ðÕÓÔØ x∗ = (x∗0; : : : ; x∗n) ∈ Sn. îÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÄÅËÓ i, 0 ≤ i ≤ n, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ × ÔÏÞËÅ x∗, ÅÓÌÉ x∗i 6= 0; × ËÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ. åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ i ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fi = (x0; : : : ; x̂i; : : : ; xn)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U 3 x∗ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ Rn.

ðÕÓÔØ V;W ⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : V →W | ÎÁÂÏÒ n ÆÕÎËÃÉÊ (g1(y1; : : : ; yn); : : : ;
gn(y1; : : : ; yn)) ÏÔ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÇÌÁÄËÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ
gi ÉÍÅÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ y ∈ V ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ×. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ J(g; y) def=
det
(
@gi
@yj (y)

)
1≤i;j≤n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ.
îÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ g = (g1; : : : ; gn), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x∗ ∈ Sn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ i, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË y ∈ U É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
g ◦ f−1

i : V → Rn ÇÌÁÄËÏ, É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y ∈ U ÑËÏÂÉÁÎ J(g; y) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ; ÚÄÅÓØ V = fi(U) ⊂ Rn. åÓÌÉ
ÚÎÁË J(g; y) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ x∗i , ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ, ÉÎÁÞÅ |
ÌÅ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ.
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ðÕÓÔØ f : Sn → Sn | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ Sn
ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x É y × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË a É f(a) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fxy = y ◦ f ◦x−1 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å
Rn) ÇÌÁÄËÏÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fxy ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ n ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ. ëÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ Sn ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ É ËÒÉ-
ÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÅÓÌÉ ÑËÏÂÉÁÎ J(fxy; x(a)) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ
ÎÕÌÀ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ É ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ
ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x É y ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ. ôÏÞËÁ c ∈ Sn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ
ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË a ∈ f−1(c) ÎÅÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ Sn × [0; 1], ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Sn × [0; 1] → Sn É [0; 1] → Sn × [0; 1],
Á ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÄÌÑ ÓÆÅÒ
(ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!). ðÏÎÑÔÉÅ ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÏÅ: ÅÓÌÉ (g1; : : : ; gn) | ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x∗ ∈ Sn, ÔÏ (p; g1; : : : ; gn) | ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x∗; t∗) ∈ Sn × [0; 1] ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t∗; ÚÄÅÓØ p : Sn × [0; 1] → [0; 1] |
ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. åÓÌÉ  : [0; 1] → Sn × [0; 1] | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ′(t) 6= 0
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ (s) ∈ Sn × [0; 1] ÏÔ s × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ
(t), ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Õ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÉ s = t ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ, ÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÔØ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÌÅÍÍÁ óÁÒÄÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÎÁ, ÌÅÍÍÁ ôÏÍÁ É Ô.Ä.; ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÄÌÑ ÓÆÅÒ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ
ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÂÒÁÖÅÎÉÑ f : Sn → Sn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ × Sn.
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏÕÎÁ{÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f :
Sn → Sn É ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Sn → Sn ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(a)− g(a)| < " ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÔÏÞÅË a ∈ Sn. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Sn × [0; 1]→ Sn.
ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). åÓÌÉ f : Sn → Sn | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
Á c ∈ Sn | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÔÏ f−1(c) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. õ ÔÏÞËÉ c ÉÍÅÅÔÓÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÅÓÌÉ d ∈ U , ÔÏ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f−1(d)
ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ d.

òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË × f−1(c) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ f × c É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f; c). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ deg(f; c) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ c ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ
| ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ c.
ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÄÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ F : Sn × [0; 1] → Sn | ÇÌÁÄËÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, c ∈ Sn | ÅÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á (x1; : : : ; xn) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ c. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ F−1(c) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉ×ÙÈ. ëÒÉ×ÁÑ ÜÔÏ
ÏÂÒÁÚ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  : [0; 1] → Sn × [0; 1] ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ′(t) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1], É ÌÉÂÏ (0) =
(1) ∈ Sn × (0; 1) (ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ), ÌÉÂÏ (0); (1) ∈ Sn × {0; 1} (ÎÅÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ [0; 1] × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (t) ∈ Sn × [0; 1] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (y0; : : : ; yn) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Fxy

def= x◦F ◦y−1 (Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x; y)
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ (t0; t1; : : : ; tn) × (t1; : : : ; tn), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ y ◦  (Ô.Å. ËÒÉ×ÁÑ  × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ) ×ÙÇÌÑÄÉÔ
ËÁË t 7→ (t; 0; 0; : : : ; 0).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : Sn × [0; 1] → Sn | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÌÁÄËÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F |Sn×{0}
def=

f0 : Sn → Sn É F |Sn×{1}
def= f1 : Sn → Sn. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ c ∈ Sn | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ F , f0 É f1.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5, F−1(c) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÉ×ÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÌÉÂÏ
ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× f−1

0 (c) ⊂ Sn × {0} É f−1
1 (c) ⊂ Sn × {0}; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4, ÜÔÉ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙ É ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ f−1
0 (c) É f−1

1 (c) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÒÉ×ÙÈ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞËÉ
f−1

0 (c) É f−1
1 (c) ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ (0), (1), ÇÄÅ  | ËÒÉ×ÁÑ.

ðÕÓÔØ (0) ∈ f−1
0 (c). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (y0; : : : ; yn), ÕËÁÚÁÎÎÕÀ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÞËÉ (1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ q : Sn × [0; 1] → Sn, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï y0 = 0, ÏÂÒÁÔÉÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y◦p−1 ÎÁ Sn. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÌÀÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ y0 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
ÎÁ Sn × [0; 1], ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÁ×ÁÑ. åÓÌÉ (1) ∈ Sn × {1}, ÔÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ y0, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, \ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ" Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ p (ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ◦ p−1 | ÐÒÁ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒ×ÁÎÎÁÑ; ÅÓÌÉ ÖÅ (1) ∈
Sn×{0}, ÔÏ ÚÎÁË ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ, É ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y◦p−1 | ÌÅ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ◦p−1 ÉÍÅÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÑËÏÂÉÁÎ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÔÏÞËÁ (1) ∈ F−1(c) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ, ÅÓÌÉ (1) ∈ Sn × {1}, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.



ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× f−1
0 (c) É f−1

1 (c) ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÐÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
ÒÁÚÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ, ÔÏ ÉÈ ÚÎÁËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÍÕ, ÔÏ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ deg(f0; c) = deg(f1; c).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ f0 É f1 (ÔÁË ÞÔÏ deg(f0; c) É deg(f1; c) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ), ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ F .
ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ c ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c′ ∈ Sn, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÌÑ f0, f1 É F . ôÏÇÄÁ
deg(f0; c) = deg(f0; c′) É deg(f1; c) = deg(f1; c′) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, É deg(f0; c′) = deg(f1; c′),
ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ deg(f0; c) = deg(f1; c).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c1; c2 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : Sn → Sn. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A : Sn → Sn Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A(c1) = c2. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, deg(f ◦A; c1) = deg(f; c2).
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ, Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÇÏ-
ÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É f ◦A. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ deg(f; c1) = deg(f ◦A; c1) = deg(f; c2), ÔÏ
ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÉÈ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Sn → Sn ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ "
ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g. åÓÌÉ g′ | ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ, ÔÏ |g(a)− g′(a)| < 2". åÓÌÉ " ÍÅÎØÛÅ
ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÔÏÞËÉ g(a) É g′(a) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ
ÄÕÇÏÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g É g′ ÇÌÁÄËÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÒÁ×ÎÙ. üÔÏ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . éÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÈ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ
ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ deg : �n(Sn) → Z. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, É ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, deg | ÉÓËÏÍÙÊ
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤


