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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ.

ðÕÓÔØ B | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ
E ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ p ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÁÌÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË E ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ ÍÁÌÙÅ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË B, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ×ÁÖÎÕÀ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÌÅÍÍÕ:
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ B É E | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á p : E → B | ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÐÕÓÔØ b ∈ B, x ∈ E É p(x) = b. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(b) ⊂ E ÄÉÓËÒÅÔÅÎ É
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÅÊ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ  : [0; 1] → B ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ
(0) = b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p ◦ � =  É �(0) = x. ôÏÇÄÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F def= p−1(b) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ B. ðÏÓËÏÌØËÕ B ÌÉÎÅÊ-
ÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ a Ó b. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å U 3 a ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÕÀ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ
ËÏÎÃÁÍÉ, ÐÕÔØ �c : [0; 1] → U ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �c(0) = c, �c(1) = a; ÔÏÇÄÁ ÐÕÔØ �c ·  ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ c É b.

óÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÅÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ p−1(c) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p◦� = �c · É �(0) = x. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �(x) def= �(1) ∈ p−1(b) = F ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F .

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � = p×� : p−1(U) → U×F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ó ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÐÕÔØ �−1

c , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ a É c. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ' ∈ p−1(b) = F
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ � : [0; 1] → E ÐÕÔÉ −1 · �−1

c , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(0) = '. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ �(1) ∈
p−1(c) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �(�(1)) = (a; '). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÏÂÒÁÔÉÍÏ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ �−1

×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ p (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ¤
ðÕÓÔØ B | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ b ∈ B É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Cover(∗)
B , ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÒÏÊËÉ (E; p; x), ÇÄÅ E | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, p : E → B

| ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á x ∈ E | ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p(x) = b. íÏÒÆÉÚÍÏÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B ÉÚ ÏÂßÅËÔÁ (E1; p1; x1)

× ÏÂßÅËÔ (E2; p2; x2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E1 → E2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p2 ◦ f = p1 É f(x1) =
x2; ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ idE | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ; ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : (E1; p1; x1) → (E2; p2; x2) | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B . ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f :

E1 → E2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ x2 ∈ p−1

2 (b), ÉÍÅÅÍ f−1(x2) ⊂ f−1(p−1
2 (b)) = p−1

1 (b). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ f−1(x2) |
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÓËÒÅÔÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ  : [0; 1] → E2 | ÐÕÔØ, É (0) = x2. ôÏÇÄÁ p2 ◦ | ÐÕÔØ × B Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b. ðÏÓËÏÌØËÕ
p1 | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(0) = x1 É Ú2 ◦  = p1 ◦� = p2 ◦ f ◦�.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � def= f ◦ � | ÐÕÔØ × E2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(0) = x2 É p2 ◦ � = p2 ◦ . ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ
ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÉ (p2 | ÎÁËÒÙÔÉÅ!) ÉÍÅÅÍ � =  | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ
ÐÕÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 f | ÎÁËÒÙÔÉÅ. ¤

ïÂßÅËÔ a ËÁÔÅÇÏÒÉÉ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ b ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ
ÍÏÒÆÉÚÍ fb : a→ b. éÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SubgrG, ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ×ÌÏÖÅÎÉÑ
ÐÏÄÇÒÕÐÐ, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ B ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎÉ-
ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ (E0; p0; x0) (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ); ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E0 ÔÁËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ
ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.

1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å E0 ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ×ÉÄÁ ` : b → a ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÕÐ-
ÐÏÉÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, E0 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ  : [0; 1] → B ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ (0) = b; ÐÏÄ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÐÕÔÅÊ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, Ô.Å. ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1]2 → B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (t; 0) = (t), F (0; s) = b É F (1; s) = const: = (1) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t; s ∈ [0; 1].
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p0 : E0 → B ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ ` : b→ a ÔÏÞËÕ a ∈ B (ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ  | ÔÏÞËÕ (1)).

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ××ÅÓÔÉ × E0 ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. ðÕÓÔØ U ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É x ∈ E0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ
p0(x) def= q ∈ U (Ô.Å. x | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ  ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (0) = b É (1) def= q ∈ U). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V (x;U)
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ×ÉÄÁ x · y, ÇÄÅ y | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(0) = q É
�(t) ∈ U ÐÒÉ ×ÓÅÈ t. íÎÏÖÅÓÔ×Á V (x;U) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × E0: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ E0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ B ÔÏÞËÉ q def= p0(x) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V (x;U) ⊂ U .

ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1
0 (b) ⊂ E0 ÜÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ �1(B; b). éÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ B ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ

×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p−1
0 (b) ÄÉÓËÒÅÔÅÎ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ  : [0; 1] → B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ, (0) = b, Á x = [�] ∈ E0

| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p0(x) = b, ÔÏ ÅÓÔØ � | ÐÅÔÌÑ: �(0) = �(1) = b. ðÏÌÏÖÉÍ �(s) = [� · s],
0 ≤ s ≤ 1, ÇÄÅ ÐÕÔØ s(t) def= (st). ôÏÇÄÁ � | ÐÕÔØ × E0, �(0) = x É p0 ◦ � = ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ � |
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p0 : E0 → B ÏÂÌÁÄÁÅÔ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÉ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p1 : E1 → B | ÄÒÕÇÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, x1 ∈ p−1
1 (b) ⊂ E1. ÷ÏÚØÍÅÍ [] ∈ E0; ÔÏÇÄÁ p0 ◦ : [0; 1] → B

| ÐÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × b. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÐÕÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ �1 : [0; 1] → E1 ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ p1 ◦ �1 =  É �1(0) = x1. ðÏÌÏÖÉÍ f([]) def= �1(1) ∈ E1; ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
(E0; p0; x) → (E1; p1; x1), ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ (E0; p0; x) | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B .
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ E0 ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ. ìÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ: ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ [] ∈

E0, ÅÓÔØ [s], 0 ≤ s ≤ 1, ÇÄÅ s(t) def= (st). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ' | ÐÅÔÌÑ × E0 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÔÌÀ
 = p0 ◦ ' × B; ÔÏÇÄÁ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ '(s) = [t 7→ (st)]. ÷ÏÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÀ ' Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÔÌÅÊ: �(u; s) = [t 7→ (ust)]. ¤

óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ (E; p; x) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B ÇÒÕÐÐÕ G(E; p; x) = p∗(�1(E; x)) ⊂

�1(B; b), Á ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f : (E1; p1; x1) → (E2; p2; x2) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G(f) = (p2)∗f∗(p1)−1
∗ :

G(E1; p1; x1) → G(E2; p2; x2). CÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 f | ÎÁËÒÙÔÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ p1 = p2 ◦ f , ÉÍÅÅÍ (p1)∗ = (p2)∗ ◦ f∗,
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ G(E1; p1; x1) ⊂ G(E2; p2; x2), Á G(f) | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
×ÌÏÖÅÎÉÅ (ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ G(E1; p1; x1) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ, ÎÏ ÕÖÅ × ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ G(E2; p2; x2)). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ G ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Subgr�1(B;b), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × ÐÒÉÍÅÒÅ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G ⊂ �1(B; b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂßÅËÔ (E; p; x) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B ÔÁËÏÊ,

ÞÔÏ G(E; p; x) = G.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ E0 Ó ÂÁÚÏÊ B É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ
[1] ∈ E0 É [2] ∈ E0, ÅÓÌÉ 1(1) = 2(1) É (p0)∗(1 ·−1

2 ) ∈ G ⊂ �1(B; b). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÊ
ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E; ÐÕÓÔØ  : E0 → E | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ (ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁ-
ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ [] ∈ E0 ÔÏÞËÕ E, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ [] Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ,
ÎÏ ÅÓÌÉ  ([1]) =  ([2]), ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ p0([1]) = p0([2]) | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p : E → B ÆÏÒÍÕÌÏÊ p = p0 ◦  −1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x def=  (x0) ∈ E.

éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p−1(b) ⊂ E ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á p−1

0 (b) ⊂ E0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ  : [0; 1] → B, (0) = b, É ÐÕÓÔØ
�0 : [0; 1] → E0 | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ, �0(0) = x0. ðÏÌÏÖÉÍ � =  ◦�0 | ÔÏÇÄÁ p ◦� =  É �(0) = x. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, p : E → B ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÏÄßÅÍÁ ÐÕÔÅÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ; ÓÌÏÊ ÜÔÏÇÏ
ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �1(B:b)=G.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ  : [0; 1] → E | ÐÅÔÌÑ; (0) = (1) = y def=  (x). ðÏÓËÏÌØËÕ p((1)) = b, ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ÐÅÔÌÉ p ◦  : [0; 1] → B ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ G; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p∗(�1(E; y)) ⊂ G. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÅÔÌÀ � : [0; 1] → B, �(0) = �(1) = b, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ [�] ∈ G. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏÄÎÑÔÉÉ ÐÕÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ
 : [0; 1] → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ � = p ◦  É (0) = y; ÐÏÓËÏÌØËÕ [�] ∈ G, ÉÍÅÅÍ (1) = y. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,  | ÐÅÔÌÑ,
[�] = p∗([]), ÔÁË ÞÔÏ p∗(�1(E; y)) = G. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ (E1; p1; x1) É (E2; p2; x2) | ÏÂßÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B , ÐÒÉÞÅÍ G(E1; p1; x1) ⊂ G(E2; p2; x2),

ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ f , ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f . ðÕÓÔØ x ∈ E1. ðÏÓËÏÌØËÕ E1 ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÕÔØ  : [0; 1] → E1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (0) = x1, (1) = x. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ � : [0; 1] → E2 ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ p1 ◦  : [0; 1] → B
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(0) = x2, É ÐÏÌÏÖÉÍ f(x) = �(1). åÓÌÉ ′ : [0; 1] → E1 | ÄÒÕÇÏÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x1 Ó x, Á �′ |



ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ, ÔÏ (p1)∗(◦(′)−1) ∈ G(E1; p1; x1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (p1)∗(◦(′)−1) ∈ G(E2; p2; x2),
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �(1) = �′(1), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ p1 = p2 ◦ f ;
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ f ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f . ðÕÓÔØ f ′ : E1 → E2 | ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, f ′(x1) = x2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ E1 É
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ  : [0; 1] → E1, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ x1 Ó x, ÉÍÅÅÍ p2 ◦ f ′ ◦  = p1 ◦ . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
f ′ ◦  : [0; 1] → E2 | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ p1 ◦  : [0; 1] → B. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, f ′ ◦  = �, ÏÔËÕÄÁ
f ′(x) = f ′((1)) = �(1) = f(x). ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ G(E1; p1; x1) = G(E2; p2; x2), ÔÏ ÏÂßÅËÔÙ (E1; p1; x1) É (E2; p2; x2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. íÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚ-

ÍÁ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Cover(∗)

B ÐÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÀ Cover∼B , ÏÂßÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B . ÷ Cover∼B
ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ a É b ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ
(É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÍÉ) ÏÂßÅËÔÁÍÉ � É � ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ
a É b; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× a → b ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÆÕÎËÔÏÒ G ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ ×ÏÅÄÉÎÏ ÔÁË: ÆÕÎËÔÏÒ G
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ (ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ) Cover∼B É Subgr�1(B;b).


