
ÍÌÓ, òåîðèÿ Ìîðñà.Ýêçàìåí. 29.12.2010.Ýêçàìåí áóäåò äîìàøíèì. �åøåíèÿ (íå çàáóäüòå íàïèñàòü ñâîþ �àìèëèþ!) íàäîíå ïîçäíåå, ÷åì 23 ÿíâàðÿ, ïîëîæèòü â ó÷åáíîé ÷àñòè â ïî÷òîâóþ ÿ÷åéêó ñ ìîèìèìåíåì (À. Ïåíñêîé) èëè îñòàâèòü íà âàõòå âíèçó â êîíâåðòå ñ ìîèì èìåíåì.Óáåäèòåëüíàÿ ïðîñüáà ðåøàòü ñàìîñòîÿòåëüíî è íå îòêëàäûâàòü íà ïîñëåäíèéäåíü.Ïåðåñ÷åò áàëëîâ â îöåíêè ñëåäóþùèé: 50 áàëëîâ äîñòàòî÷íî äëÿ ¾îòëè÷íî¿, 40äëÿ ¾õîðîøî¿, 30 äëÿ ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿.Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ f : Sn −→ R âñåãäà èìååò÷¼òíîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, åñëè îíè âñå íåâûðîæäåíû. (5 áàëëîâ).Çàäà÷à 2. Ïóñòü Sn ⊂ Rn+1 ñòàíäàðòíàÿ n-ìåðíàÿ ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäè-óñà ñ öåíòðîì â íóëå, à A ñèììåòðè÷åñêàÿ âåùåñòâåííàÿ (n+1)×(n+1)-ìàòðèöà.�àññìîòðèì �óíêöèþ f : Sn −→ R; îïðåäåë¼ííóþ �îðìóëîé fA(x) = 12 (Ax; x):Îïèñàòü òàêèå ìàòðèöû A; ÷òî fA � �óíêöèÿ Ìîðñà, äëÿ òàêèõ ìàòðèö íàéòèêðèòè÷åñêèå òî÷êè, èõ èíäåêñû è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåíÌîðñà PfA(t): (10 áàëëîâ).Çàäà÷à 3. Íà ëþáîì ëè êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ�óíêöèÿ Ìîðñà, òî åñòü òàêàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà kðàâíî k-ìó ÷èñëó Áåòòè? (Ïîäñêàçêà: ïîäóìàéòå îá RP
3). (10 áàëëîâ).Çàäà÷à 4. Âîçüì¼ì ñòàíäàðòíóþ åäèíè÷íóþ äâóìåðíóþ ñ�åðó è íåìíîãî¾âîìí¼ì¿ âíóòðü þæíûé ïîëþñ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîâåðõíîñòü M îñ-òàâàëàñü ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oz: �àññìîòðèì�óíêöèþ f(x; y; z) = z: Äîêàçàòü, ÷òî ýòî �óíêöèÿ Ìîðñà-Áîòòà. Íàéòè êð-èòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ è èõ èíäåêñ. Íàéòè ìíîãî÷ëåí Ìîðñà-Áîòòà Pf (t):Âåðíî ëè, ÷òî ýòà �óíêöèÿ f � ñîâåðøåííàÿ �óíêöèÿ Ìîðñà-Áîòòà? Åñëèíåò, íàéäèòå òàêîé ìíîãî÷ëåí Q(t) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, ÷òîPf (t) = PM (t) + (1 + t)Q(t): (10 áàëëîâ).Çàäà÷à 5. Íà ëåêöèè ìû ðàçáèðàëè ïðèìåð òîðà, ¾ëåæàùåãî¿ íà ïëîñêîñòèOxy è âèäåëè, ÷òî �óíêöèÿ f(x; y; z) = z ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé �óíêöèåéÌîðñà-Áîòòà, è îáúÿñíèëè ïî÷åìó. Ïðèäóìàéòå äðóãîé ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿè íåòðèâèàëüíîé (õîòÿ áû îäíî êðèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå äîëæíî áûòüïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè) ñîâåðøåííîé �óíêöèè Ìîðñà-Áîòòà, è îáúÿñíèòåïî÷åìó îíà ñîâåðøåííà. (20 áàëëîâ).Çàäà÷à 6. Ïóñòü Rg îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå ïðàâîå äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè íàñåáå, Rg(h) = hg: �àññìîòðèì èíäóöèðîâàííîå ïðàâîå äåéñòâèå SO(3) íà ñâî¼ìêîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèèT ∗ SO(3)× SO(3) ∋ (('; h); g) 7→ (R∗g−1';Rg(h)):Äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèå ãàìèëüòîíîâî äëÿ ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîéñòðóêòóðû íà T ∗ SO(3) è íàéòè åãî îòîáðàæåíèå ìîìåíòà� : T ∗ SO(3) −→ so(3):(10 áàëëîâ).Çàäà÷à 7∗. Íà ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè ý��åêòèâíîå ãàìèëüòîíîâî äåé-ñòâèå äâóìåðíîãî òîðà T = S1×S1 íà CP 2: ×òî âû ìîæåòå ñêàçàòü î òîïîëîãèè

CP 2; èñïîëüçóÿ �óíêöèþ Ìîðñà-Áîòòà âèäà �X ; ãäå X ∈ t? (äî 20 áàëëîâ).


