
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 9 � 2.11.08Áèëèíåéíàÿ àëãåáðàÇàäà÷à 1. a)Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áèëèíåéíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ �îðì íà äâóìåðíîì âåê-òîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä Z/2Z ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè? Êàêèå êâàäðàòè÷íûå �îðìûèì ñîîòâåòñòâóþò?b)�åøèòå àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ òð¼õìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Z/2Z.
c∗)Êëàññè�èöèðóéòå âñå íåðàçëîæèìûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä Z/2Z ñ áèëèíåéíîéñèììåòðè÷åñêîé �îðìîé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.Çàäà÷à 2. �àññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R[x] �îðìó

(P, Q) =
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P (x)Q(x)dx.a)Äîêàæèòå, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîéáèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé �îðìîé).b)Íàéäèòå (xn, xm).
)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà Pn(x) = 1

2nn!

d
n

dxn

[

(x2 − 1)
n
], n = 0, 1, 2, . . . , îáðà-çóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.d)Âû÷èñëèòå (Pn(x), Pn(x)).e)Äîêàæèòå, ÷òî (n + 1)Pn+1(x) = (2n + 1)xPn(x) − nPn−1(x).f) Âû÷èñëèòå Pn(1).
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Pn(x)tn.Çàäà÷à 3. Çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ �îðìó ïðàâèëîì
(P, Q) =

∫ 1

−1

P (x)Q(x)W (x)dxäëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè W (x) > 0. Íàçîâ¼ì îðòîãîíàëüíûìèìíîãî÷ëåíàìè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ {Pn|n ∈ N}, òàêîé ÷òî deg Pn = n.a)Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé áàçèñ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ Pn íàêîíñòàíòû.b)Äîêàæèòå, ÷òî Pn îðòîãîíàëåí ëþáîìó ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíè ìåíüøå n.
)Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë an, bn, cn, òàê ÷òî
Pn+1 = (anx + bn)Pn + cnPn−1.Ïîäñêàçêà: âûáåðèòå an òàê, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí Pn+1 − anxPn èìåë ñòåïåíü n, ðàçëîæèòå åãîïî áàçèñó îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è äîêàæèòå îáíóëåíèå ïî÷òè âñåõ êîý��èöèåíòîâ.d)Ïóñòü Pn(x) = αnxn + βnx

n−1 + . . . , ïîëîæèì (Pn, Pn) = γn. Âûðàçèòå an, bn è cn ÷åðåçýòè ÷èñëà.
e∗)Äîêàæèòå, ÷òî Pn èìååò n âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ïðè÷¼ì îíè ëåæàò â èíòåðâàëå (−1, 1).Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû Tn(x) è Un(x), ÷òî cos(nt) =
Tn(cos(t)), sin(nt) = sin(t)Un−1(cos(t)). Îíè íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûø¼âà 1 è 2ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.b)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Tn îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî îïðåäåë¼ííîãî âûøå ñêàëÿð-íîãî ïðîèçâåäåíèÿ 
 W (x) = 1/

√
1 − x2, à Un(x) � îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿñ W (x) =

√
1 − x2.
)Íàïèøèòå ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà.

d∗)Âûðàçèòå ∑

Tn(x)tn è ∑

Un(x)tn ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè.



Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 9 � 2.11.08Çàäà÷à 5. a)Ïóñòü íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì çàäàíà íåâû-ðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �îðìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Añóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A∗, òàêîé ÷òî (Av, u) = (v, A∗u) äëÿâñåõ u, v ∈ V .b)Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå V áàçèñ. Çàïèøèòå ìàòðèöó A∗ ÷åðåç ìàòðèöó A è ìàòðèöó�ðàìà áèëèíåéíîé �îðìû.
)×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà äëÿâûðîæäåííîé �îðìû?Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ñèì-ìåòðè÷åñêîé �îðìîé íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíî A∗ = A.Çàäà÷à 6. Ïóñòü íà âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �îðìà).a)Äîêàæèòå, ÷òî ó âñÿêîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà íàéä¼òñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð v(òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð, ÷òî Av = λv, λ ∈ R).Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ó ëþáîãî âåùåñòâåííîãî îïåðàòîðà åñòü äâóìåðíîå èíâà-ðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.b)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìóâèäó â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.Ïîäñêàçêà: îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî.Çàäà÷à 7. a)Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé �îð-ìîé ( , ) çàäàíà åù¼ îäíà áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �îðìà 〈 , 〉. Äîêàæèòå, ÷òî å¼ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 〈u, v〉 = (Au, v) äëÿ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A.b)Êëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè êîíå÷íîìåðíûå âåùåñòâåííûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ïðîèçâîëüíîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé�îðìîé.Ïîäñêàçêà: îòâåò èçâåñòåí êàê �ïðèâåäåíèå ê ãëàâíûì îñÿì�.
c∗)Êëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè êîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà ñ ïàðîé íåâûðîæäåííûõ áèëèíåéíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ �îðì.
d∗∗)Êëàññè�èöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè êîíå÷íîìåðíûå âåùåñòâåííûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà ñ ïàðîé íåâûðîæäåííûõ áèëèíåéíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ �îðì.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿñèììåòðè÷åñêàÿ �îðìà. Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè îí äåéñòâóåò èçîìåò-ðèåé, òî åñòü (Av, Au) = (v, u) äëÿ âñåõ u è v.Çàäà÷à 8. a) Çàïèøèòå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè îïåðàòîðà ÷åðåç åãî ìàòðèöó è ìàòðèöó�ðàìà.b)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð îáðàòèì. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åãîîïðåäåëèòåëü?
)Íàéäèòå âñå îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â äâóìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêà-ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.d)Íàéäèòå âñå îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â äâóìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ñ �îð-ìîé ñèãíàòóðû (1, 1).
e∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñ îïðåäåëèòåëåì 1 â òð¼õìåðíîì âå-ùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîé îñè.
f ∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A∗ = −A, òî îïåðàòîð exp(A) îðòîãîíàëåí.


