
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 6 � 12.10.10ÌîäóëèÇàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî ëåâûé èäåàë I ⊂ K ìàêñèìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàëåâûé K-ìîäóëü K=I ïðîñò.b)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïðîñòîé ëåâûé K-ìîäóëü èçîìîð�åí K=I, ãäå I ⊂ K � ìàêñèìàë-üíûé ëåâûé èäåàë.
)Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðàâûõ ìîäóëåé.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü K � êîëüöî. Äëÿ ëåâîãî K-ìîäóëÿ M îïðåäåëèì äâîéñòâåííûéìîäóëü M∗ = HomK(M;K) ñ äåéñòâèåì (�x)(m) = �(m)x, ãäå x ∈ K, � ∈ M∗, m ∈ M .Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîãîK-ìîäóëÿM ïîëîæèìM∗ = HomK(M;K) ñ äåéñòâèåì (x�)(m) =x�(m).Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � ëåâûé ìîäóëü, òî M∗ � ïðàâûé ìîäóëü, à åñëè M� ïðàâûé ìîäóëü, òî M∗ � ëåâûé ìîäóëü.b)Ïóñòü K ñîäåðæèò åäèíèöó. Îáîçíà÷èì Kl è Kr êîëüöî K, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ëåâûéè ïðàâûé ìîäóëü íàä ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî K∗l ∼= Kr è K∗r ∼= Kl.
)Ïîñòðîéòå èçîìîð�èçì ìîäóëåé (M ⊕N)∗ ∼= M∗ ⊕N∗.Çàäà÷à 3. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ðàçìåðíîñòè n.a)Äîêàæèòå, ÷òî V ∗ � òîæå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n.b)Ïóñòü v1; : : : ; vn � áàçèñ V . Äîêàæèòå, ÷òî â V ∗ ìîæíî âûáðàòü áàçèñ v1; : : : ; vn, òàê ÷òîvi(vi) = 1, vi(vj) = 0 ïðè i 6= j.Çàäà÷à 4. Íàéäèòå äâîéñòâåííûå ê ñëåäóþùèì Z-ìîäóëÿì:a)Z;b)Z=nZ;
)Q.Çàäà÷à 5. Ïóñòü Matn(K) � êîëüöî n× n ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç êîëüöà ñ åäèíèöåé K.a)Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû-ñòîëáöû ñ ýëåìåíòàìè èçK îáðàçóþò ëåâûé ìîäóëü íàäMatn(K),à âåêòîðû-ñòðîêè � ïðàâûé.b)Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ìîäóëè äâîéñòâåííû äðóã äðóãó.
)Äëÿ êàêèõ K ýòè ìîäóëè ïðîñòûå?Ïóñòü � : M → M∗∗ � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå m ∈ M îòîáðàæåíèåìîäóëåé � : M∗ → K, òàêîå ÷òî �(�) = �(m), äëÿ � ∈ M∗.Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî � ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîäóëåé.b)Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåíóëåâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì, òàêîãî ÷òî �(M) = 0.
)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � ïîëå, è M êîíå÷íîïîðîæä¼í, òî � ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîììîäóëåé.d∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � ïîëå, òî � ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.Çàäà÷à 7. Ïóñòü M è N � K-ìîäóëè, òàêèå ÷òî îòîáðàæåíèå � çàäà¼ò èçîìîð�èçìûN∗∗ ∼= N è M∗∗ ∼= M .a)Äîêàæèòå, ÷òî HomK(M;N) ∼= HomK(N∗;M∗) êàê àáåëåâû ãðóïïû.b)Êàê óñòðîåí ýòîò èçîìîð�èçì äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ? ×òî ïðîèñ-õîäèò ñ ìàòðèöàìè?Çàäà÷à 8∗. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íîïîðîæä¼ííîãî ìîäóëÿ íàä K, íå ïðåäñòàâèìîãî ââèäå ïðÿìîé ñóììû ìîäóëåé âèäà K=I (âêëþ÷àÿ K = K=0), äëÿa∗)K = Z[x℄;b∗)K = C[x; y℄.


