
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 2 � 14.09.10Ôîðìàëüíûå ðÿäû è l-àäè÷åñêèå ÷èñëàÎïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü F � ïîëå. Ôîðìàëüíûå ðÿäû F [[t℄℄ � áåñêîíå÷íûå ñóììû âèäàa0 + a1t+ a2t2 + : : : , ãäå ai ∈ F , ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì àíàëîãè÷íûì ìíîãî÷ëåíàì.Çàäà÷à 1. a)Íàïèøèòå �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòîâ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðÿäîâ.b)Äîêàæèòå, ÷òî F [[t℄℄ � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä îáðàòèì â F [[t℄℄ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 6= 0.Çàäà÷à 2. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P = a0+a1t+ · · ·+antn ïóñòü ord(P ) � ìèíèìàëüíîå m, òàêîå÷òî am 6= 0. Îïðåäåëèì ‖P‖ = 2−ordP .a)Äîêàæèòå, ÷òî ýòî � íîðìà íà êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ.b∗)Äîêàæèòå, ÷òî ïîïîëíåíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ïî ýòîé íîðìå èçîìîð�íî F [[t℄℄.Îïðåäåëåíèå 2. Ôîðìàëüíûå ðÿäû Ëîðàíà F [t−1; t℄℄ � áåñêîíå÷íûå ñóììû âèäàa−nt−n + a−n+1t−n+1 + a−n+2t−n+2 + : : : ; ai ∈ F; n ∈ Z;ñ àíàëîãè÷íûì óìíîæåíèåì.Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî F [t−1; t℄℄ � ïîëå.b)Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ÷àñòíûõ F [[t℄℄ èçîìîð�íî F [t−1; t℄℄.Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ íàòóðàëüíîãî l îïðåäåëèì l-àäè÷åñêèå öåëûå ÷èñëà Zl êàê áåñêî-íå÷íûå âëåâî íàáîðû öè�ð îò 0 äî l − 1 ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì ñòîëáèêîì. Òàêæåîïðåäåëèì l-àäè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Ql êàê áåñêîíå÷íûå âëåâî ÷èñëà ñ ïëàâàþùåéòî÷êîé.Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå â Z10 è Z2a)−1,b) 1=3,) âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ √3 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâ¼ðòîãî çíàêà.Çàäà÷à 5. a)Äîêàæèòå, ÷òî Zl è Ql � êîììóòàòèâíûå êîëüöà.b)Äîêàæèòå, ÷òî âçÿòèå ïîñëåäíèõ k öè�ð çàäà¼ò îòîáðàæåíèå êîëåö Zl → Z=lkZ.)Äîêàæèòå, ÷òî Zl è Ql � öåëîñòíûå êîëüöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l = pn.d)Íàéäèòå îáðàòèìûå ýëåìåíòû Zl è Ql.Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî Zpn ∼= Zp, Qpn ∼= Qp.b)Äîêàæèòå, ÷òî Qp èçîìîð�íî ïîëþ ÷àñòíûõ Zp.∗)Äîêàæèòå, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â Qp çàïèñûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �äðîáÿìè�.Çàäà÷à 7. Äëÿ öåëîãî ÷èñëà n è ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî p îïðåäåëèì ordp(n) êàê ìàê-ñèìàëüíîå k, òàêîå ÷òî n äåëèòñÿ íà pk. Ïóñòü ‖n‖p = p−ordp(n).a)Äîêàæèòå, ÷òî ‖n‖p ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà êîëüöå Z.b∗)Äîêàæèòå, ÷òî ïîïîëíåíèå Z ïî ýòîé íîðìå èçîìîð�íî Zp∗)Ïðîäîëæèòå ‖n‖p äî íîðìû â Q è äîêàæèòå, ÷òî ïîïîëíåíèå Q ïî ýòîé íîðìå èçîìî-ð�íî QpÇàäà÷à 8. (Ëåììà �åíçåëÿ)a)Ïóñòü P (x) ∈ Z[x℄ � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, a ∈ Z=pZ � åãî êîðåíü ïîìîäóëþ p. Ïóñòü P ′(a) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ~a ∈ Zp ñ ïîñëåäíåéöè�ðîé a, òàêîå ÷òî P (~a) = 0.b)×òî èç ýòîãî ìîæåò íàðóøèòüñÿ ïðè P ′(a) = 0?Ïîäñêàçêà: Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.



Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 2 � 14.09.10Îïðåäåëèì ðÿä exp(x) = 1 + x+ x2=2! + x3=3! + x4=4! + : : : :Çàäà÷à 9∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ P ∈ F [[t℄℄ âèäà a1t + a2t2 + : : : ðÿä exp(P ) ñõîäèòñÿ êýëåìåíòó F [[t℄℄ è íàéäèòå ïåðâûå òðè êîý��èöèåíòà ïîëó÷èâøåãîñÿ ðÿäà.b∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàêèõ x îòîáðàæåíèå x → exp(x) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì è íàéäèòååãî îáðàç.∗)Íàïèøèòå îáðàòíîå ê exp îòîáðàæåíèå â âèäå �îðìàëüíîãî ðÿäà.d∗)Äîêàæèòå, ÷òî exp(P +Q) = exp(P ) exp(Q).Çàäà÷à 10∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ p > 2 ðÿä exp(a) ñõîäèòñÿ â Zp åñëè a çàêàí÷èâàåòñÿíà íîëü.b∗)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä exp(a) ñõîäèòñÿ â Zp åñëè a çàêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ.∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàêèõ x îòîáðàæåíèå x → exp(x) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì è íàéäèòååãî îáðàç.Çàäà÷à 11∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî F [[t℄℄∗ ∼= F [[t℄℄+ × F ∗, à F [t−1; t℄℄∗ ∼= F [[t℄℄+ × F ∗ × Z.b∗)Ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ Zp è Qp.∗)Äîêàæèòå, ÷òî (Z=pkZ)∗ � öèêëè÷åñêàÿ ïðè p 6= 2.d∗)Íàéäèòå (Z=2kZ)∗.Çàäà÷à 12∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî Zp 6∼= Zp′ äëÿ ïðîñòûõ p 6= p′.b∗∗)Äîêàæèòå, ÷òî Qp 6∼= Qp′ äëÿ ïðîñòûõ p 6= p′.Ïîäñêàçêà: Íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ èìåþò ðàçíîå ÷èñëî ðåøåíèé â ýòèõ ïîëÿõ.Äîïîëíåíèå: ïðîåêòèâíûé ïðåäåë.Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü K1; K2; : : : � êîëüöà, �i : Ki+1 → Ki � îòîáðàæåíèÿ êîëåö.K1 �1← K2 �2← K3 �3← K4 �4← K5 : : :Îïðåäåëèì ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êàê ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x1; x2; : : : , òàê ÷òîxi ∈ ki è �i(xi+1) = xi ñ ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.Çàäà÷à 13∗. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîëåö ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.Çàäà÷à 14∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Zl èçîìîð�íî ïðîåêòèâíîìó ïðåäåëó êîëåö Ki =
Z=liZ, ãäå �i � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ (âçÿòèå îñòàòêà ïî ìîäóëþ li).b∗)Ïîëó÷èòå êîëüöî �îðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ êàê àíàëîãè÷íûé ïðîåêòèâíûé ïðåäåë.


