
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 1 (7.09.10)Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, Êâàòåðíèîíû, Îêòàâû,. . .Ïóñòü K � ìíîæåñòâî ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå ñîïðÿæåíèåì.Ââåä¼ì K(2) êàê ìíîæåñòâî ïàð ýëåìåíòîâ K ñ òàêèìè æå îïåðàöèÿìè, îïðåäåë¼ííûìèñëåäóþùèì îáðàçîì:(a; b) + (u; v) = (a+ u; b + v) (a; b) · (u; v) = (au− vb; bu+ va) (a; b) = (a;−b):Çàäà÷à 1. Êàêèå èç àêñèîì ïîëÿ äëÿ K(2) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõàêñèîì äëÿ K?Íà÷í¼ì ñ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R (ñ òîæäåñòâåííûì ñîïðÿæåíèåì). Òîãäà C = R(2)èçâåñòíû êàê êîìïëåêñíûå ÷èñëà, H = C(2) � êàê êâàòåðíèîíû, O = H(2) � êàê îêòàâûèëè îêòàíèîíû, è, íàêîíåö, S = O
(2) êàê ñåäåíèîíû.Çàìåòèì, ÷òî K âêëàäûâàåòñÿ â K(2) òàê: a → (a; 0). Òàêèì îáðàçîì, R ⊂ C ⊂ H ⊂

O ⊂ S. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿi = (0; 1) ∈ C; j = (0; 1) ∈ H; k = (0; i) ∈ H;e = (0; 1) ∈ O; f = (0; i) ∈ O; g = (0; j) ∈ O; h = (0; k) ∈ O:Çàäà÷à 2. Ñîñòàâüòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ.Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå â C � êîììóòàòèâíî, à â H (è, òåì ñàìûì, O è S)� íåò.Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå â C è H � àññîöèàòèâíî, à â O (è, òåì ñàìûì, S)� íåò. ×òî èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå àññîöèàòèâíîñòè?b)Äîêàæèòå, ÷òî òåì íå ìåíåå óìíîæåíèå â O � àëüòåðíàòèâíî, òî åñòü a(ab) = (aa)b,a(bb) = (ab)b.
∗)Àëüòåðíàòèâíî ëè óìíîæåíèå â S?Çàäà÷à 5. Ïóñòü ‖a‖ = aa.a)Íàïèøèòå �â êîîðäèíàòàõ� �îðìóëó äëÿ ‖a‖, ãäå a ∈ C; H; O.b)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ a ∈ C; H; O âûïîëíÿåòñÿ ‖a‖ ∈ R, ‖a‖ > 0, è ïðè ýòîì ‖a‖ = 0ðàâíîñèëüíî a = 0.
) Âåðíî ëè ýòî äëÿ S, S(2); : : : ?d)Íàïèøèòå �îðìóëó äëÿ a−1 ∈ O, òàê ÷òîáû aa−1 = a−1a = 1 (ðàçóìååòñÿ, a 6= 0).Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî ‖ab‖ = ‖a‖ · ‖b‖ â C è H.b∗)Äîêàæèòå, ÷òî ‖ab‖ = ‖a‖ · ‖b‖ â O.
∗)Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî äëÿ âñÿêèõ a 6= 0; b ∈ O óðàâíåíèå ax = b èìååò ðîâíî îäíîðåøåíèå.d∗)Âåðíû ëè ýòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ S?Çàäà÷à 7∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå âñÿêîå ïðèçâåäåíèå äâóõñóìì äâóõ/÷åòûð¼õ/âîñüìè êâàäðàòîâ ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ/÷åòûð¼õ/âîñüìè êâàä-ðàòîâ ñîîòâåòñòâåííî.b∗)Âåðíî ëè ýòî äëÿ òð¼õ êâàäðàòîâ?Çàäà÷à 8∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî â C, H è O íåò äåëèòåëåé íóëÿ.b∗)Ïðèâåäèòå ïðèìåð äåëèòåëåé íóëÿ â S.Çàäà÷à 9∗. Ïóñòü K = Z=pZ ñ òðèâèàëüíûì ñîïðÿæåíèåì.a∗)Ïðè êàêèõ p êîëüöî K(2) áóäåò ïîëåì?b∗)Ïðè êàêèõ p áóäåò äåëåíèå â êîëüöå (K(2))(2)?


