
Àëãåáðà I (2010) Ñåìèíàð 10 � 9.11.10Íåñèììåòðè÷åñêèå �îðìûÏóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C ñ áèëèíåéíîé �îðìîé
V × V → C, v × w 7→ 〈v, w〉. Ôîðìà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî åñòü, âîîáùåãîâîðÿ, 〈v, w〉 6= 〈w, v〉. Ââåäåì äâà îòîáðàæåíèÿ

λ : V → V ∗, v 7→ 〈v, ∗〉, ρ : V → V ∗, v 7→ 〈∗, v〉.Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:1) λ � èçîìîð�èçì, 2) ρ � èçîìîð�èçì, 3) îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû �ðàìà â íåêîòîðîìáàçèñå îòëè÷åí îò íóëÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Áèëèíåéíàÿ �îðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì Çàäà÷è 1, íàçûâàåòñÿíåâûðîæäåííîéÄàëåå ìû áóäåì âñå âðåìÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �îðìà íåâûðîæäåíà.Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð κ = ρ−1λ.a)Âûðàçèòå ìàòðèöó äëÿ κ ÷åðåç ìàòðèöó �ðàìà.b)Äîêàæèòå, ÷òî 〈u, v〉 = 〈v, κu〉.)Äîêàæèòå, ÷òî κ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.Çàäà÷à 3. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå V åñòü äâå áèëèíåéíûå �îðìû 〈∗, ∗〉1 è 〈∗, ∗〉2 ñ îäèíà-êîâûì êàíîíè÷åñêèì îïåðàòîðîì κ.a)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ψ = ρ−1

1 ρ2 âûïîëíåíî 〈u, v〉2 = 〈u, ψv〉1.b)Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì ψ = λ−1

1 λ2, à çíà÷èò 〈u, v〉2 = 〈ψu, v〉1.Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå îïåðàòîð, äâîéñòâåííûé ê κ.
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñ �îðìîé V, 〈∗, ∗〉1 è V, 〈∗, ∗〉2 èçîìåòðè÷íû.Ïîäñêàçêà: èçâëåêèòå êîðåíü èç ψ ñ ïîìîùüþ ðÿäà.Çàäà÷à 4. Ïóñòü îïåðàòîð κ äèàãîíàëüíûé ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ, µ, . . . Îáîçíà-÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ÷åðåç Vλ, Vµ, . . .a)Äîêàæèòå, ÷òî 〈Vλ, Vµ〉 = 0, åñëè λµ 6= 1.b)Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Vµ ⊕ Vµ−1 , ãäå µ 6= ±1, ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþïðÿìóþ ñóììó äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ìàòðèöåé �ðàìà âèäà (

0 µ

1 0

).)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó äâóìåð-íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ìàòðèöåé �ðàìà âèäà (

0 µ

1 0

), ãäå µ 6= 1, è îäíîìåðíûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ ñ ìàòðèöåé �ðàìà âèäà (1).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé îáùåãî îïåðàòîðà κ. Äëÿ λ ∈ C ÷åðåç Vλ áóäåì îáîçíà÷àòüñîîòâåòñòâóþùåå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî:
Vλ =

⋃

n∈N

ker(κ− λE)n.Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî 〈Vλ, Vµ〉 = 0, åñëè λµ 6= 1.Ïîäñêàçêà: Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî κ � èçîìåòðèÿ.�àññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Wµ = Vµ ⊕ Vµ−1 , ãäå µ 6= ±1.Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü áàçèñû ei, i = 1 . . . n, â Vµ−1 è fi, i = 1 . . . n,â Vµ òàê, ÷òîáû (ei, fj) = δijb) Çàïèøèòå ìàòðèöó �ðàìà â áàçèñå e1, . . . , en, f1, . . . , fn, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó äëÿ κ.
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ áèëèíåéíîé �îðìîé ðàçëîæèìî,åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììû íåíóëåâûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðòîãîíàëüíîéïðÿìîé ñóììû íåðàçëîæèìûõ.Çàäà÷à 7∗. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n ñ �îðìîé, çàäàííîé ìàòðèöåé�ðàìà (♣) íåðàçëîæèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà µ 6= (−1)n+1.Ïóñòü òåïåðü V = Vǫ, ãäå ǫ = ±1.Çàäà÷à 8∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè V íåðàçëîæèìî, òî κ ñîñòîèò èç îäíîé æîðäàíîâîéêëåòêè èëè äâóõ îäèíàêîâûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè κ ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàçìåðà n, òî
ǫ = (−1)n è ìàòðèöà �ðàìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (♣) ñ µ = ǫ.
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè κ ñîñòîèò èç îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêè ðàçìåðà n, òî ǫ = (−1)n+1è ìàòðèöà �ðàìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
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