
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 6 � 12.10.10Êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå ìîäóëèÎïðåäåëåíèå 1. Ïîäìîäóëü M ′ ⊂ M � ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæåí-èÿ, âû÷èòàíèÿ è äåéñòâèÿ.Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó íåãî íåò íåòðèâèàëüíûõ (êðîìåíóëåâîãî è âñåãî ìîäóëÿ) ïîäìîäóëåé.Ìîäóëè óñòðîåíû ïðîùå êîëåö è ãðóïï � ëþáîé ïîäìîäóëü ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàêÿäðî îòîáðàæåíèÿ â îïðåäåë¼ííûé íèæå ìîäóëü.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü M ′ ⊂M � ïîäìîäóëü. Îïðåäåëèì �àêòîðìîäóëü M=M ′ êàê ìíî-æåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâM ïî îòíîøåíèþ m1 ∼ m2, åñëèm2−m1 ∈M ′.Ïðåäëîæåíèå 1 Ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå è äåéñòâèå êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà ìíîæå-ñòâå M=M ′ è çàäàþò íà í¼ì ñòðóêòóðó ìîäóëÿ.Ïðèìåð. Äëÿ êîëüöà K è ëåâîãî èäåàëà I ⊂ K ëåâûé ìîäóëü K=I ÿâëÿåòñÿ �àêòîðìîä-óëåì K ïî ïîäìîäóëþ I.Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäìîäóëü M , ïîðîæä¼ííûé (generated by) ïîäìíîæåñòâîì X ⊂ M �ìèíèìàëüíûé ïî âëîæåíèþ ïîäìîäóëü M , ñîäåðæàùèé X. Äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâîí òàêæå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîäóëü M ïîðîæä¼í ïîäìíîæåñòâîì X, åñëè ïîäìîäóëü, ïîðî-æä¼ííûéX ñîâïàäàåò ñî âñåìM . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòû X îáðàçóþùèìè(generators) ìîäóëÿ M .Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ëåâîãî ìîäóëÿ òàêîé ïîäìîäóëü áóäåò ñîñòîÿòü èç ýëåìåíòîââèäà x1m1 + · · ·+ xkmk, ãäå xi ∈ K, mi ∈ X.Îïðåäåëåíèå 5. Êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ìîäóëü � ìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé íåêîòîðûì ñâ-îèì êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì. Òàêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà òàêæå íàçûâàþòñÿ êîíå÷íî-ìåðíûìè.Ïðèìåð. C ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì êàê ìîäóëü íàä R è C, íî íå êàê ìîäóëü íàä
Q è Z.Òåîðåìà 1 (i) Âñÿêèé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ìîäóëü íàä åâêëèäîâûì êîëüöîì K èçîìî-ð�åí ïðÿìîé ñóììå ìîäóëåé âèäà K è K=piK, ãäå p ∈ K ïðîñò, i ∈ N.(ii) Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.Ïðèìåð. Â ñëó÷àå K = Z ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ òåîðåìó î êëàññè�èêàöèè êîíå÷íîïîðî-æä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.Ïðèìåð. Â ïîëå íå áûâàåò íåòðèâèàëüíûõ èäåàëîâ, òåì ñàìûì, âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîåâåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F èçîìîð�íî F n äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, íàçû-âàåìîãî ðàçìåðíîñòüþ. Ïðè ýòîì Fm ∼= F n òîëüêî ïðè m = n.Öåëü ýòîé ëåêöèè � äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Íà ñàìîì äåëå, çàäà÷à î êëàññè�èê-àöèè ìîäóëåé è çàäà÷à î ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïèðàþòñÿ íà îäèí è òîòæå ìåòîä � êëàññè�èêàöèþ ìàòðèö ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèþ íà îáðàòèìóþ, äðóãèìèñëîâàìè, êëàññè�èêàöèþ îòîáðàæåíèé ñâîáîäíûõ ìîäóëåé � : Kn → Km ñ òî÷íîñòüþ äîêîìïîçèöèè ñ èçîìîð�èçìàìè  1 : Kn → Kn è  2 : Km → Km.Çàìåòèì, ÷òî åñëèm1; : : : ; mn � îáðàçóþùèå ìîäóëÿM , òî îòîáðàæåíèå gen : Kn →M ,gen((x1; : : : ; xn)) = x1m1 + · · · + xnmn, ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì. Òîãäà M ∼= Kn=Ker(gen), èîñòàëîñü îïèñàòü ÿäðî îòîáðàæåíèÿ gen.Îïðåäåëåíèå 6. Ñîîòíîøåíèÿ â ìîäóëå M � îáðàçóþùèå ÿäðà îòîáðàæåíèÿ gen.Åñëè ñîîòíîøåíèé êîíå÷íîå ÷èñëî r, òî M îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì Kr → Kn,ïåðåâîäÿùèì îáðàçóþùèå Kr â ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ ñ îáðàòèìûì îòîá-ðàæåíèåì Kr → Kr çàìåíÿåò íàáîð ñîîòíîøåíèé íà ýêâèâàëåíòíûé èì, à êîìïîçèöèÿ ñ



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 6 � 12.10.10îáðàòèìûì îòîáðàæåíèåì Kn → Kn çàïèñûâàåò òå æå ñîîòíîøåíèÿ â äðóãîì íàáîðå îá-ðàçóþùèõ M . Ôàêòè÷åñêè, èç êîý��èöèåíòîâ ñîîòíîøåíèé âèäà a11m1 + · · ·+ a1nmn = 0èçãîòîâëÿåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ ìîæíî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 1 ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìóâèäó (íîðìàëüíîé �îðìå Ñìèòà).Ïóñòü òåïåðü ñîîòíîøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî, äîêàæåì, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü êî-íå÷íûé íàáîð. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó îáðàçóþùèõ. Áàçîé ìîæíî ñ÷èòàòü íóëåâîéìîäóëü ñ íóë¼ì îáðàçóþùèõ. Âñïîìíèì, ÷òî ïåðâûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò â íîðìàëüíîé�îðìå Ñìèòà � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ïóñòü a � íàèáîëüøèéîáùèé äåëèòåëü âñåõ êîý��èöèåíòîâ ñîîòíîøåíèé, åãî ìîæíî ïîëó÷èòü êàê íàèáîëüøèéîáùèé äåëèòåëü êîíå÷íîãî íàáîðà ñîîòíîøåíèé. Ñîñòàâèì èç êîý��èöèåíòîâ ýòèõ ñîîòí-îøåíèé ìàòðèöó è ïðèâåä¼ì ê íîðìàëüíîé �îðìå Ñìèòà. Òîãäà â íîâûõ îáðàçóþùèõâîçíèêíåò ñîîòíîøåíèå am1 = 0, èñïîëüçóÿ êîòîðîå çàïèøåì âñå îñòàëüíûå ñîîòíîøåí-èÿ áåç m1. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé m2; : : : ; mn, è ïðèìåíèì ê íåìóïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ýòîò íàáîð ñîîòíîøåíèé âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì am1 = 0 îïðå-äåëèò ìîäóëü.Òàêèì îáðàçîì, â íîâûõ îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ áóäóò èìåòü âèä aimi = 0, i = 1 : : : s,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìîäóëþ Kn−s⊕K=a1K⊕K=a2K⊕· · ·⊕K=asK. Òåïåðü ðàçëîæèì aiíà âçàèìíî-ïðîñòûå ìíîæèòåëè âèäà pljj è âîñïîëüçóåìñÿ êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ,ïîëó÷èâK=aiK = K=pl11K⊕K=pl22 K⊕: : : , è, òåì ñàìûì, òðåáóåìîå â Òåîðåìå 1 ðàçëîæåíèå.Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî, ïåðåéä¼ì ê åäèíñòâåííîñòè.Ëåììà 1 Ïóñòü K åâêëèäîâî. Òîãäà Km ∼= Kn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = n.Äîêàçàòåëüñòâî: Ìû çíàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Km → Kn îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé m×n,ïðèâåä¼ì å¼ ê íîðìàëüíîé �îðìå Ñìèòà. Òîãäà íóëåâûå ñòîëáöû óêàæóò íàì íà íàëè÷èå ÿäðàîòîáðàæåíèÿ, èëè íóëåâûå ñòðîêè ïîêàæóò, ÷òî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x ∈ K è K-ìîäóëÿ M ïîäìíîæåñòâî xM ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì.Äëÿ åâêëèäîâîãî K è ïðîñòîãî p ∈ K ðàññìîòðèì �àêòîðìîäóëü pnM=pn+1M . Òàê êàêpK äåéñòâóåò íà í¼ì íóë¼ì, îí àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä ïîëåì K=pK, è ïîËåììå 1 åãî ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì M ïî îòíîøåíèþ ê èçîìîð�èçìàì.Òåïåðü åñëè ðàçëîæèòü M íà ñëàãàåìûå óêàçàííîãî â Òåîðåìå 1 âèäà, òî ðàçìåðíîñòüpnM=pn+1M � êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà K è K=pmK ïðè m > n. Âàðüèðóÿ p è n,âîññòàíîâèì ñòðóêòóðó ðàçëîæåíèÿ. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 1 Âñÿêèé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé ìîäóëü íàä åâêëèäîâûì êîëüöîì K èçîìî-ð�åí ïðÿìîé ñóììå K=a1K ⊕ · · · ⊕K=anK, ãäå ai ∈ K � íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû, òàêèå÷òî ai|ai+1, ïðè÷¼ì òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî: Èñïîëüçóÿ êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ è ðàçëàãàÿ íåíóëåâûå ai íà ïðîñò-ûå ìíîæèòåëè, ñîïîñòàâèì òàêîìó ðàçëîæåíèþ ðàçëîæåíèå Òåîðåìû 1. ×òîáû äîêàçàòü âçàèì-íóþ îäíîçíà÷íîñòü òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ, ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Óïîðÿäî÷èì ñòåïåíèïðîòûõ ÷èñåë â ðàçëîæåíèè Òåîðåìû 1, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà pki1i ; pki2i ; : : : , ãäå0 < ki1 6 ki2 6 : : : . Äîáàâëÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè â íà÷àëî ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé p0i , ñäåëàåìèõ âñå îäíîé äëèíû. Òåïåðü ïîëîæèì aj ðàâíûì ïðîèçâåäåíèþ pkiji , à ñëàãàåìûì âèäà K áóäóòñîîòâåòñòâîâàòü aj = 0.Ñëåäñòâèå 2 Â ñëó÷àå åâêëèäîâîãî êîëüöà íîðìàëüíàÿ �îðìà Ñìèòà îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ ìàòðèöåé.Äîêàçàòåëüñòâî: �àññìîòðèì ìîäóëü, â êîòîðîì ñîîòíîøåíèÿ çàäàíû íàøåé ìàòðèöåé. Òîãäà,óìíîæàÿ ìàòðèöó íà îáðàòèìûå, ïîëó÷èì èçîìîð�íûå ìîäóëè. Íî ìîäóëè, ñîîòâåòñòâóþùèåðàçíûì íîðìàëüíûì �îðìàì Ñìèòà, íå èçîìîð�íû ïî Ñëåäñòâèþ 1.


