
Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 2 � 14.09.10
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ CÎïðåäåëåíèå 1. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå M .1) �å�ëåêñèâíîñòü: a ∼ a.2) Ñèììåòðè÷íîñòü: åñëè a ∼ b, òî b ∼ a.3) Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè a ∼ b, b ∼ , òî a ∼ .Ïðåäëîæåíèå 1 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèâàåò M â îáúåäèíåíèå êëàññîâ ýêâèâà-ëåíòíîñòè, òàê ÷òî a ∼ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâè-âàëåíòíîñòè.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ a ? b îïðåäåëåíà êîððåêòíî íà êëàññàõ ýêâèâà-ëåíòíîñòè, åñëè äëÿ a ∼ a′, b ∼ b′ âûïîëíåíî a ? b ∼ a′ ? b′.Îïðåäåëåíèå 3. Öåëîñòíîå êîëüöî (integral domain) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåçäåëèòåëåé íóëÿ, òî åñòü òàêèõ a; b 6= 0, ÷òî a · b = 0.Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëå ÷àñòíûõ F (K) öåëîñòíîãî êîëüöà K � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòí-îñòè ïàð (a; b), a; b ∈ K (çàïèñûâàåìûõ êàê äðîáè a=b) ïî îòíîøåíèþ a=b ∼ =d åñëè a · d = b · (ïðîâåðüòå òðàíçèòèâíîñòü!), ñ îïåðàöèÿìèa=b+ =d = (a · d+ b · )=(b · d); (a=b) · (=d) = (a · )=(b · d); −(a=b) = (−a)=b; (a=b)−1 = b=a:Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ∼ òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ.Óïðàæíåíèå 1 Ïîëå ÷àñòíûõ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ñîäåðæàùèì K â êà÷åñòâå ïî-äêîëüöà (a; 1).Äëÿ ïîëóêîëüöà ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîîïðåäåëèòü âû÷èòàíèå. Íî ÷òîáû äîáèòüñÿòðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïðèä¼òñÿ íåìíîãî óñëîæíèòü êîíñòðóêöèþ.Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü X � ïîëóêîëüöî ñ êîììóòàòèâíûì ñëîæåíèåì. Îïðåäåëèì åãî êîëüöî�ðîòåíäèêàK(X) êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð (a; b), a; b ∈ K (çàïèñûâàåìûõ êàêðàçíîñòè a− b) ïî îòíîøåíèþ a− b ∼ − d åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ X, òàêîå ÷òî a+ d+ k = + b+ k,ñ îïåðàöèÿìè(a− b)+ (− d) = (a+ )− (b+d); (a− b) · (− d) = (a · + b ·d; a ·d+ b · ); −(a− b) = b−a:Óïðàæíåíèå 2 Êîëüöî �ðîòåíäèêà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.Çàìåòèì, ÷òî X îòîáðàæàåòñÿ â K(X) êàê ýëåìåíòû âèäà (a+ a; a), íî òàêîå îòîáðàæåíèå íåâñåãäà ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Íîðìà |a| : F → Q, � îòîáðàæåíèå, òàêîå÷òî1) |a| > 0, |a| = 0 òîëüêî åñëè a = 0,2) |ab| = |a||b|,3) |a+ b| 6 |a|+ |b|.Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ∈ F , i ∈ N, íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀" > 0 ∃N ∈ N : ∀m;n > N |am − an| < ":Îïðåäåëåíèå 8. Ïîïîëíåíèå K � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè �óíäàìåíòàëüíûõ ïîñ-ëåäîâàòåëüíîñòåé ïî îòíîøåíèþ ai ∼ bi, åñëè
∀" > 0 ∃N ∈ N : ∀m;n > N |am − bn| < "ñ ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.



Àëãåáðà I (2010) Ëåêöèÿ 2 � 14.09.10Óïðàæíåíèå 3 Äîêàæèòå, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì, ñîäåðæàùèì K â êà-÷åñòâå ïîäêîëüöà. Áîëåå òîãî, äîêàæèòå, ÷òî åñëè K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òî è K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.È òàê, Z = K(N), Q = F (Z), R = Q, à C ëåãêî ïîëó÷èòü èç R äîáàâëåíèåì ìíèìîé åäèíèöû.Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ïîëÿ C � åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòüÒåîðåìà 1 Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ êîìïëåêñ-íûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.Îïðåäåëåíèå 9. Âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè v(x) : R2 → R2 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè âåêòîð (òîíêîå ðàçëè÷èå ìåæäó òî÷êàìè è âåêòîðàìèîáñóäèì ïîçæå â êîíòåêñòå ëèíåéíîé àëãåáðû).Îïðåäåëåíèå 10. Îñîáàÿ òî÷êà (íîëü) âåêòîðíîãî ïîëÿ � òî÷êà x, òàêàÿ ÷òî v(x) = 0.Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé âåêòîð v(x) ìîæíî çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå[r(x); �(x)℄, ãäå óãîë �(x) îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî 2�k, k ∈ Z. Ïóñòü òåïåðü (t), t ∈ [0; 1℄, �íåïðåðûâíàÿ ïëîñêàÿ çàìêíóòàÿ ((1) = (0)) êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñîáûå òî÷êè v. Òîãäà�((t)) ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé �óíêöèåé íà îòðåçêå [0; 1℄, ïðè÷¼ì å¼ çíà÷åíèÿ íà êîíöàõîòëè÷àþòñÿ íà 2�k.Îïðåäåëåíèå 11. Âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ v(x) íà êðèâîé (t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê öåëîå ÷èñëî(�((1)) − �((0)))=2�.Ñëåäóþùàÿ ëåììà âåðíà äëÿ ãðàíèöû ëþáîé îáëàñòè, íî íàì îíà ïîòðåáóåòñÿ â äîñòàòî÷íîñëàáîé îáùíîñòè.Ëåììà 1 Åñëè âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íà îêðóæíîñòè (t) = (R os(2�t); R sin(2�t)) îòë-è÷íî îò íóëÿ, òî âíóòðè íå¼ åñòü îñîáàÿ òî÷êà ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü âíóòðè îêðóæíîñòè íåò îñîáûõ òî÷åê, òîãäà âðàùåíèå îïðåäåëåíî êàê �óíêöèÿîò ðàäèóñà r êîíòóðà ïðè 0 6 r 6 R. Ýòà �óíêèÿ íåïðåðûâíà è äèñêðåòíà (ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2�k),çíà÷èò îíà êîíñòàíòà. Íî ïðè r = 0 å¼ çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Ëåììà 2 Åñëè íà êðèâîé  âåêòîðíûå ïîëÿ u è v îáðàçóþò îñòðûé óãîë, òî èõ âðàùåíèÿñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî óñëîâèþ çíà÷åíèÿ äâóõ �óíêöèé îòëè÷àþòñÿ ìåíüøå, ÷åì íà �=2 ïî ìîäóëþ 2�,çíà÷èò îíè îòëè÷àþòñÿ ìåíüøå, ÷åì íà �=2 è ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ, â ÷àñòíîñòè è íà êîíöàõ.Òåïåðü ìû â ñèëàõ äîêàçàòü Òåîðåìó 1. Óìíîæàÿ íà êîíñòàíòó, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àéìíîãî÷ëåíà âèäà P (z) = zn + an−1zn−1 + · · · + a0. Îí êàê îòîáðàæåíèå C = R2 â C = R2 çàäà¼òâåêòîðíîå ïîëå, è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íàëè÷èå îñîáîé òî÷êè. Âîçüì¼ì R = |an−1| + · · · + |a0|.Òîãäà íà îêðóæíîñòè |z| = R èìååì |P (z) − zn| 6 |zn|, çíà÷èò, ïîëå P (z) íà îêðóæíîñòè |z| = Rîáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ ïîëåì zn. Ïðè ýòîì âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ zn ðàâíî n, îòêóäà ïîËåììå 2 âðàùåíèå P (z) îòëè÷íî îò íóëÿ, è ïî Ëåììå 1 ó íåãî åñòü îñîáàÿ òî÷êà.


