íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ, ïóåîø 2006 ç.

ìåëãéñ 7

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. œÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. œÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

ðÕÓÔØ f : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ k-ÔÅÎÚÏÒÁ ! ∈ `((T^∗)^{⊗k}N ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÊ k-ÔÅÎÚÏÒ f^∗! ÎÁ M (ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÅÎÚÏÒÁ ! ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f): ÜÌÅÍÅÎÔ (f^∗!)(a) ∈ (T^∗_a )^{⊗k}M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË k-ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ T_aM , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; : : : ; v_k ∈ T_aM ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ (f^∗!)(a)(v_1; : : : ; v_k) = !(f(a))(f^′ (a)v_1; : : :; f^′(a)v_k). åÓÌÉ ÔÅÎÚÏÒ ! ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ Symm(T^∗N; k)) ÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ (ÓÅÞÅÎÉÅ ~^kT^∗N , Ô.Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ), ÔÏ ÔÅÎÚÏÒ f^∗! ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ! = d’ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 6, Á f : S^1 → S^1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(z) = z^k. îÁ S^1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ^@_{@’} , ÒÁŒÎÏÅ^@_{@x1} Œ ËÁÒÔÅ U_1 É^@_{@x2} Œ ËÁÒÔÅ U_2; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, d’(^@_{@’} ) ≡ 1. ôÏÇÄÁ x_1(f(a)) = kx_1(a) + 2ßl ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ l ∈ Z, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ x_2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^′(a)(^@_{@’} (a)) = k^@_{@’} (f(a)), É (f^∗d’) = kd’.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ C^∞(N ) ÜÔÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ 0-ÔÅÎÚÏÒ | ÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ N ; ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f^∗g)(x) = g(f(x)). ïÄÎÁËÏ Õ ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ) ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ f : M → N É g : N → P | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ôÏÇÄÁ (g ∘ f)^∗ = f^∗ ∘ g^∗, ÇÄÅ f^∗, g^∗ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ k-ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ (T^∗_x M )^{⊗ def}= ⨁_∞ k=0(T^∗_x )^{⊗k}M ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_x M ). åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ !_1 ∈ (T^∗_x )^{⊗k}M É !_2 ∈ (T^∗_x )^{⊗l}M ËÁË ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ T_xM , ÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (!_1 ⊗ !_2)(v_1; : : : ; v_{k+l}) = !_1(v_1; : : :; v_k)!_2(v_{k+1}; : : :; v_{k+l}).

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Alt : (T^∗_x )^{⊗k}M → ~^kT^∗_x M , ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ: Alt(!)(v_1; : : : ; v_k)^{def}= 1 k! ∑ œ∈�_k ”(œ)!(vœ(1); : : : ; vœ(n)). úÄÅÓØ v1; : : : ; vk ∈ TxM , ˚k | ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË k ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : :; k, É ”(œ) =

±1 | ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ~T^∗_x M =

⨁_n k=0 ~^kT^∗_x M ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ: !_1 ∧ !_2 = Alt(!_1 ⊗ !_2). üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ: !_1∧!_2 = (−1)^{kl}!_2∧!_1, ÇÄÅ !_1 ∈ ~^k, !_1 ∈ ~^l. ôÁËÉÍÉ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÎÁÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M ) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ 0-ÆÏÒÍÁÍÉ; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f ∧ ! = f!.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. f^∗(!_1 ⊗ !_2) = (f^∗!_1) ⊗ (f^∗!_2) ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, f^∗(!_1 ∧ !_2) = (f^∗!_1) ∧ (f^∗!_2) ÄÌÑ ÆÏÒÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. f^∗(!_1 ⊗ !_2)(x)(v_1; : : : ; v_{k+l}) = (!_1 ⊗ !_2)(f(x))(f^′ (x)v_1; : : : ; f^′(x)v_{k+l}) = = !_1(f(x))(f^′ (x)v_1; : : :; f^′(x)v_k)!_2(f(x))(f^′ (x)v_{k+1}; : : :; f^′(x)v_{k+l}) = f^∗! ⊗ f^∗!_2.

f^∗(!_1 ∧ !_2) = f^∗(Alt(!_1 ⊗ !_2)) = Alt(f^∗(!_1 ⊗ !_2)) = Alt(f^∗!_1 ⊗ f^∗!_2) = (f^∗!_1) ∧ (f^∗!_2). □

òÁÎÇ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ~^kT^∗M → M ÒÁŒÅÎ C^k_n = n!=(k!(n − k)!) ÐÒÉ k ≤ n^{def}= dim M É ÎÕÌÀ ÐÒÉ k ¿ n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^nT^∗M ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.

2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n-ÆÏÒÍÁ ! (ÇÄÅ n = dim M ), ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ. 3) òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^nT^∗M → M ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1 =⇒ 2: ÐÕÓÔØ {(U_i; V_i; x_i)} | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ M , É {%_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ {U_i}. ðÏÌÏÖÉÍ !_i^{def}= %_ix^∗_i (dy_1 ∧ · · ·∧ dy_n), ÇÄÅ dy_1 ∧ · · ·∧ dy_n | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ n-ÆÏÒÍÁ ÎÁ V_i ⊂ R^n; ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ U_i ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÏÒÍÕ !_i ÎÕÌÅÍ. åÓÌÉ a ∈ U_i ∩ U_j , ÔÏ !_j (a) = !_i(a) det ’^′_{ij}(x_i(a)), ÇÄÅ ’_{ij} = x_j ∘ x^{−1}_i | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, Ô.Å. ÆÏÒÍÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ïÔÓÀÄÁ 1

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ !(x)^{def}= ∑ i !_i ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ: Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

2 =⇒ 3: ŒÙÂÅÒÅÍ n-ÆÏÒÍÕ ! ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ !(a) ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ M . ðÏÓËÏÌØËÕ dim ~^nT^∗_a M = 1, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ˚ ∈ ~^nT^∗_a M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ff ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ˚ = ff!(a). œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ˚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ a ÐÌÀÓ ÞÉÓÌÏ ff. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ~^nT^∗M ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ (x; v) → (’_{ij}(x); v), ÇÄÅ ’_{ij} | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M .

3 =⇒ 1: ÐÕÓÔØ f : M × R → ~^nT^∗M | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, Á {(U_i; V_i; x_i)} | ÁÔÌÁÓ ÎÁ M Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ U_i. æÕÎËÃÉÑ f(1)(^@_{@x(1)i} ; : : : ;^@_{@x(n)i} ) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÙ @ @x^{(1)}_i (a); : : : ; @ @x^{(n)}_i (a) ∈ TaM ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Á f(1) | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ n-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒ-

ÍÁ ÎÁ T_aM ) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊ ÚÎÁË ÎÁ U_i. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i ÜÔÏÔ ÚÎÁË | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÊ, ÔÏ ÐÏÍÅÎÑÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x^{(1)}_i → −x^{(1)}_i ; ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ. åÓÌÉ a ∈ U_i ∩ U_j , ÔÏ f(1)(^@_{@x(1)i} ; : : : ;^@_{@x(n)i} ) = det ’^′_{ij} (x_i(a))f(1)(^@_{@x(1)j} ; : : : ;^@_{@x(n)j} ). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ det ’^′_{ij}(x_i(a)) ¿ 0, ÔÏ ÅÓÔØ

ÁÔÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. □

ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É !(x)^{def}= f(x) dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n. éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ U ! ÒÁŒÅÎ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ∫ U f(x) dx_1 : : : dx_n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ U; V ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÙ, D : U → V | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, É ! | n-ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ ∫ V ! = ∫ U D^∗!.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ !(x) = f(x) dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n, ÔÏÇÄÁ (D^∗!)(y) = f(D(y)) det D^′(y) dy_1 ∧ · · · ∧ dy_n. òÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ∫ V ! = ∫ U D^∗! ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÎÎÏÊ Œ ËÒÁÔÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ (D ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ det D^′(y) ¿ 0, É ÚÎÁË ÍÏÄÕÌÑ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÅ ÎÕÖÅÎ). □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {(U_i; V_i; x_i)} | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , É {%_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {U_i}. ðÕÓÔØ ! | n-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ∫ M ! = ∑ i ∫ V_i (x −1 i )^∗(%_i!).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÁÔÌÁÓÁ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {( ~U_j; ~V_j ; ~x_j)} | ÄÒÕÇÏÊ ÁÔÌÁÓ, É ~%_j | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏ- ÇÄÁ ∑ j ∫_~

V_j (~x −1 j )^∗(~%_j !) = ∑ i;j ∫_~

V_j (~x −1 j )^∗(~%_j %_i!) = ∑ i;j ∫_~

V_{ji} (~x −1 j )^∗(%_i ~%_j !), ÇÄÅ V_{ji}^{def}= x_j(U_i ∩ U_j ) ⊂ V_j . ðÕÓÔØ

’_{ij}^{def}= x_j ∘ x^{−1}_i : V_{ij} → V_{ji} | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 3 É 1,

∫_~

V_{ji} (~x −1 j )^∗(%_i ~%_j !) = ∫ V_{ij} ’ ∗ ij(~x^{−1}_j )^∗(%_i ~%_j !) = ∫ V_{ij} ~%j (~x −1 i )^∗(%_i!), ÏÔËÕÄÁ ∑ i;j ∫_~

V_{ji} (~x −1 j )^∗(%_i ~%_j !) = ∑ i;j ∫_~

V_{ij} ~%j (~x −1 i )^∗(%_i!) = ∑ i ∫_~

V_i (~x −1 i )^∗(%_i!). □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ f : M → N | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, É ÐÕÓÔØ ! | n-ÆÏÒÍÁ ÎÁ N . ôÏÇÄÁ ∫ M f^∗! = ∫ N !.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˙^k(U ) = `(~^kT^∗U ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÆÏÒÍ ÎÁ U . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d : ˙^0(U )^{def}= C^∞(U ) → ˙^1(U ) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ df(x) = ∑_n p=1 @f @x_p (x) dxp, Á ÄÌÑ k ¿ 1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ d :˙

k(U ) → ˙^{k+1}(U ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ d(f(x) dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} )^{def}= df(x) ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} , Á ÎÁ ÏÂÝÉÅ k-ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ:

1) d^2 = 0.

2) åÓÌÉ !_1 ∈ ˙^k(U ), !_2 ∈ ˙^l(U ), ÔÏ d(!_1 ∧ !_2) = (d!_1) ∧ !_2 + (−1)^k!_1 ∧ (d!_2). 3) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U ⊂ R^n, V ⊂ R^m É ŒÓÑËÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V → U ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d’^∗ = ’^∗d, ÇÄÅ ’^∗ : ˙^k(V ) → ˙^k(U ) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ! = f(x) dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} .

óŒÏÊÓÔŒÏ 1: d^2! = ∑ i;j @^2f @x_i@x_j dxj ∧dxi ∧dxi^1 ∧· · ·∧dxi^k . ðÏÓËÏÌØËÕ

@^2f @x_i@x_j =

@^2f @x_j @x_i , Á dxj ∧dxi = −dxi ∧dxj,

ÞÌÅÎÙ Œ ÓÕÍÍÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.

óŒÏÊÓÔŒÏ 2: ÐÕÓÔØ !_2 = g(x) dx_{j1} ∧· · ·∧dx_{jl} . ôÏÇÄÁ d(!_1∧!_2) = d(f(x)g(x))∧dx_{i1} ∧· · ·∧dx_{ik} ∧dx_{j1} ∧· · ·∧dx_{jl} = (g(x)df(x) + f(x)dg(x)) ∧ dx_{i1} ∧ · · ·∧ dx_{ik} ∧ dx_{j1} ∧ · · ·∧ dx_{jl} = d!_1 ∧ !_2 + (−1)^k!_1 ∧ d!_2. îÁ ÆÏÒÍÙ !_1, !_2 ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

óŒÏÊÓÔŒÏ 3: ÐÕÓÔØ ’(y) = (’_1(y); : : : ; ’_n(y)). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (’^∗dx_i)(y)(^@_{@yj} ) = dx_i(’(y))(’^′(y)^@_{@yj} ) =

dx_i(’(y))(

∑_n k=1 @’_k @y_j @ @x_k ) =

@’_i @y_j (y), ÏÔËÕÄÁ ’

∗dx_i =

∑_n j=1 @’_i @y_j dyj , É d’

∗dx_i =

∑_n p=1 ∑_n j=1 @^2’_i @y_p@y_j dyj ∧ dyp = 0

(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ’^∗!(y) = f(’(y)) ’^∗ dx_{i1} ∧ · · · ∧ ’^∗dx_{ik} . éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 É ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ d’^∗dx_i = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ d’^∗! = d(f(’(y))) ∧ ’^∗dx_{i1} ∧ · · · ∧ ’^∗dx_{ik} = ’^∗d!. □