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ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, ïðè÷¼ì n > 2.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k = Z2 (ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ), òî â V ìîæíî íàéòè

n+1 âåêòîðîâ, ëþáûå n èç êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, íî íåëüçÿ íàéòè
n+ 2 âåêòîðîâ, ëþáûå n èç êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k = R (âåùåñòâåííûå ÷èñëà), òî äëÿ ëþáîãî N > n
â V íàéä¼òñÿ N âåêòîðîâ, ëþáûå n èç êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

2. Ðàññìîòðèì äâå ïëîñêîñòè â R4:

π1 = (0, 0, 1, 0) + 〈(1, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0)〉,
π2 = (1, 1, 0, 0) + 〈(0, 0, 1,−1), (0, 0, 0, 1)〉.

à) Âûÿñíèòå êàêîé èç ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ èìååò ìåñòî äëÿ π1
è π2: ñîâïàäàþò, ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ñêðåùè-
âàþòñÿ ïî òî÷êå (íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ïàðàëëåëüíû íèêàêîé ïðÿìîé),
ñêðåùèâàþòñÿ ïî ïðÿìîé (ïàðàëëåëüíû îäíîé ïðÿìîé, íî íå ïàðàëëåëü-
íû ïëîñêîñòè), ïàðàëëåëüíû.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó π1 è π2.

3. Ðàññìîòðèì àôôèííóþ èçîìåòðèþ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

(x, y, z) 7→ (y + 1, z − 1,−x+ 1).

à) Âûÿñíèòå, ê êàêîìó èç òð¼õ òèïîâ (âèíòîâîå äâèæåíèå, ñêîëüçÿùàÿ ñèì-
ìåòðèÿ, ïîâîðîò ñ ïåðåâîðîòîì) ïðèíàäëåæèò äàííàÿ èçîìåòðèÿ.

á) Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé âèä äàííîé èçîìåòðèè è ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êî-
òîðîé èçîìåòðèÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.

â) Ïðåäñòàâüòå äàííóþ èçîìåòðèþ â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå òð¼õ îòðà-
æåíèé â ãèïåðïëîñêîñòÿõ, ÿâíî óêàçàâ óðàâíåíèÿ ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé
â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

4. Ïóñòü x 1, . . . , xm � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð a 6= 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ R ãèïåð-
ïëîñêîñòü H(a , b) = {x ∈ Rn : 〈a , x 〉 + b = 0} ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé èç
òî÷åê x 1, . . . , xm.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà C è òî÷-
êè y /∈ C ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H, ÷òî C è y ñîäåðæàòñÿ â
ðàçíûõ îòêðûòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ, çàäàâàåìûõ H.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ C1 è C2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H, ÷òî C1

è C2 ñîäåðæàòñÿ â ðàçíûõ îòêðûòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ, çàäàâàåìûõ H.
â) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà á) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè?

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé n-ìåðíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïîëó÷èòü êàê
ñå÷åíèå ñèìïëåêñà ∆N ðàçìåðíîñòè N > n íåêîòîðîé n-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ.
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ÓÊÀÇÀÍÈß È ÐÅØÅÍÈß

1. à) Â êà÷åñòâå n + 1 âåêòîðîâ ìîæíî âçÿòü e1, e2, . . . , en, e1 + . . . + en, ãäå
e1, . . . , en � ëþáîé áàçèñ. Íàáîð èç n + 2 âåêòîðîâ ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì äîë-
æåí ñîäåðæàòü òàêîé ïîäíàáîð èç n+1 âåêòîðîâ (äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà e1, . . . , en).
Îñòàâøèéñÿ (n+2)-é âåêòîð äîëæåí èìåòü â áàçèñå e1, . . . , en õîòÿ áû îäíó íóëåâóþ
êîîðäèíàòó, ÷òî äà¼ò ïðîòèâîðå÷èå.
á) ÐàññìîòðèìN ðàçëè÷íûõ ÷èñåë t1, . . . , tN . Òîãäà âåêòîðû v i = (1, ti, t

2
i , . . . , t

n−1
i ),

i = 1, . . . , N , îáëàäàþò íóæíûì ñâîéñòâîì (ýòî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà äëÿ îïðåäåëè-
òåëÿ Âàíäåðìîíäà).

2. Îáîçíà÷èì π1 = P1 + U1, ãäå P1 = (0, 0, 1, 0) è U1 = 〈e1, e1 + e3〉, è π2 = P2 + U2,
ãäå P2 = (1, 1, 0, 0) è U2 = 〈e3−e4, e4〉. ßñíî, ÷òî U1∩U2 = 〈e3〉, U1+U2 = 〈e1, e3, e4〉
è P1P2 = (1, 1,−1, 0) /∈ U1 + U2. Ïîýòîìó ïëîñêîñòè ñêðåùèâàþòñÿ ïî ïðÿìîé, à
ðàññòîÿíèå âû÷èñëÿåòñÿ êàê äëèíà ïðîåêöèè âåêòîðà P1P2 íà (U1 + U2)

⊥ = 〈e2〉:

d(π1, π2) = (P1P2, e2) = 1.

3. Äàííàÿ èçîìåòðèÿ èìååò âèäxy
z

 7→
 y + 1

z − 1
−x+ 1

 =

 0 1 0
0 0 1
−1 0 0

xy
z

+

 1
−1
1

 ,

ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî ìàòðè-

öåé A =

 0 1 0
0 0 1
−1 0 0

, è ñäâèãà íà âåêòîð

 1
−1
1

.
Âíà÷àëå íàéä¼ì êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A. Èç ïîäñ÷¼òà îïðå-

äåëèòåëÿ ÿñíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð � íåñîáñòâåííûé. Òàê êàê îí äåéñòâóåò â òð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð v , Av = −v . Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàõîäèì v = (1,−1, 1). Ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð
åäèíè÷íîé äëèíû

e
′
3 =

1√
3
(1,−1, 1)

áóäåò òðåòèì âåêòîðîì áàçèñà, â êîòîðîì îïåðàòîð èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Äîïîë-
íÿÿ e

′
3 äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, íàéä¼ì äâà äðóãèõ âåêòîðà íîâîãî áàçèñà,

íàïðèìåð,

e
′
1 =

1√
2
(1, 1, 0), e

′
2 =

1√
6
(1,−1,−2).

Â íîâîì áàçèñå e ′1, e
′
2, e

′
3 îïåðàòîð A èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, ò. å.

A′ =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 −1

 .

×òîáû íàéòè ϕ, îïðåäåëèì, íà êàêîé óãîë ïîâîðà÷èâàåòñÿ âåêòîð e
′
1:

cosϕ = (Ae ′1, e
′
1) = ( 1√

2
(1, 0,−1), 1√

2
(1, 1, 0)) = 1

2
, sinϕ = (Ae ′1, e

′
2) =

√
3
2

Èòàê, îïåðàòîð A � êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà óãîë ϕ = π
3
â ïëîñêîñòè (e ′3)

⊥ è îò-
ðàæåíèÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Òàê êàê ϕ 6= 0, èñõîäíàÿ èçîìåòðèÿ � òàêæå ïîâîðîò ñ
ïåðåâîðîòîì.
Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e1, e2, e3 ê e

′
1, e

′
2, e

′
3 åñòü

C =
(
e
′
1 e

′
2 e

′
3

)
=

 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2
− 1√

6
− 1√

3

0 − 2√
6

1√
3

 , C−1 = Ct.
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Â ñèñòåìå êîîðäèíàòxy
z

 = C

x′y′
z′

 =

 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2
− 1√

6
− 1√

3

0 − 2√
6

1√
3

x′y′
z′


èñõîäíàÿ èçîìåòðèÿ èìååò âèäx′y′

z′

 7→ C−1AC

x′y′
z′

+ C−1

 1
−1
1

 =

 1
2
−
√
3
2

0√
3
2

1
2

0
0 0 −1

x′y′
z′

+

 0
0√
3

 .

×òîáû ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêèé âèä, îñòàëîñü ñäåëàòü ñäâèã íà÷àëà êîîðäèíàò: x′ =

x′′, y′ = y′′, z′ = z′′ +
√
3
2
. Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñèñòåìó êîîðäèíàòxy

z

 =

 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2
− 1√

6
− 1√

3

0 − 2√
6

1√
3

 x′′

y′′

z′′ +
√
3
2

 =

 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2
− 1√

6
− 1√

3

0 − 2√
6

1√
3

x′′y′′
z′′

+

 1
2
−1

2
1
2

 ,

â êîòîðîé èñõîäíàÿ àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèäx′′y′′
z′′

 7→
 1

2
−
√
3
2

0√
3
2

1
2

0
0 0 −1

x′′y′′
z′′


(ïîâîðîò ñ ïåðåâîðîòîì).
×òîáû ðàçëîæèòü èçîìåòðèþ â êîìïîçèöèþ îòðàæåíèé, âíà÷àëå çàìåòèì ñëåäó-

þùåå. Ïîâîðîò íà óãîë ϕ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
(sin ϕ

2
)x− (cos ϕ

2
)y = 0 ïîä óãëîì ϕ

2
ê îñè àáñöèññ è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

(sinϕ)x− (cosϕ)y = 0 ïîä óãëîì ϕ ê îñè àáñöèññ:(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=

(
cos 2ϕ sin 2ϕ
sin 2ϕ − cos 2ϕ

)(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.

Ïîýòîìó â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x′′, y′′, z′′) íàøà àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ ñ ϕ = π
3
ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ 1
2
−
√
3
2

0√
3
2

1
2

0
0 0 −1

 =

−1
2

√
3
2

0√
3
2

1
2

0
0 0 1

 1
2

√
3
2

0√
3
2
−1

2
0

0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


îòðàæåíèÿ â ãèïåðïëîñêîñòè z′′ = 0, îòðàæåíèÿ â ãèïåðïëîñêîñòè 1

2
x′′ −

√
3
2
y′′ = 0 è

îòðàæåíèÿ â ãèïåðïëîñêîñòè
√
3
2
x′′ − 1

2
y′′ = 0.

×òîáû íàéòè óðàâíåíèÿ ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàé-
ä¼ì îáðàòíóþ çàìåíó:x′′y′′

z′′

 =

 1√
2

1√
2

0
1√
6
− 1√

6
− 2√

6
1√
3
− 1√

3
1√
3

x− 1
2

y + 1
2

z − 1
2

 =

 1√
2
(x+ y)

1√
6
(x− y − 2z)

1√
3
(x− y + z − 3

2
)


Îòâåò.

à) Ïîâîðîò ñ ïåðåâîðîòîì: êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà óãîë ϕ = π
3
âîêðóã òî÷êè

(1
2
,−1

2
, 1
2
) â ïëîñêîñòè x− y + z − 3

2
= 0 è îòðàæåíèÿ â ýòîé ïëîñêîñòè.

á) Â ñèñòåìå êîîðäèíàòxy
z

 =

 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2
− 1√

6
− 1√

3

0 − 2√
6

1√
3

x′′y′′
z′′

+

 1
2
−1

2
1
2

 ,
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äàííàÿ àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèäx′′y′′
z′′

 7→
 1

2
−
√
3
2

0√
3
2

1
2

0
0 0 −1

x′′y′′
z′′

 .

â) Äàííàÿ àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ åñòü êîìïîçèöèÿ îòðàæåíèé â ïëîñêîñòÿõ
x− y + z − 3

2
= 0, y + z = 0, x+ 2y + z = 0.

4. Åñëè H(a , b) ñîäåðæèò äâå òî÷êè x i è x j, òî èìååì 〈a , x i − x j〉 = 0. Òàê êàê
âåêòîðîâ âèäà x i − x j êîíå÷íîå ÷èñëî, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé: äëÿ äàííîãî
íàáîðà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ v 1, . . . , v k íàéòè òàêîé a , ÷òî 〈a , v i〉 6= 0 äëÿ ëþáîãî i.
Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà
ãèïåðïëîñêîñòåé íàéä¼òñÿ òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîé èç íèõ. Ýòî ëåãêî
äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè, íà îñíîâå ñëåäóþùåãî óòðâåðæäåíèÿ: åñëè U � íåïóñòîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå è H � ãèïåðïëîñêîñòü, òî ìíîæåñòâî
U \H òàêæå íåïóñòî è îòêðûòî.

5. à) Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî C åñòü ïåðåñå÷åíèå ñâîèõ îïîðíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.
Òàê y /∈ C, íàéä¼òñÿ òàêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H(a , b) = {x : 〈a , x 〉 + b = 0},
÷òî 〈a , x 〉 + b 6 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ C, à 〈a , y〉 + b > 0. Âûáåðåì ìàëîå ε > 0, äëÿ
êîòîðîãî ïî-ïðåæíåìó 〈a , y〉+ b− ε > 0. Òîãäà 〈a , x 〉+ b− ε < 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ C.
Òîãäà H(a , b− ε) � òðåáóìàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

á) Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Ìèíêîâñêîãî C := C1 − C2, êîòîðàÿ òàêæå áóäåò âûïóê-
ëûì êîìïàêòîì (çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì). Òàê êàê C1 ∩ C2 = ∅, èìååì 0 /∈ C.
Ïðèìåíèâ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ê C è y = 0, ïîëó÷èì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòü H(a , b), ÷òî 〈a , x 1 − x 2〉 + b 6 0 äëÿ ëþáûõ x 1 ∈ C1 è x 2 ∈ C2, à
〈a , y〉+ b = b > 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì

〈a , x 1〉+ b 6 〈a , x 2〉 ⇒ 〈a , x 1〉+ b < 〈a , x 2〉+ b

äëÿ ëþáûõ x 1 ∈ C1 è x 2 ∈ C2. Ïîëîæèì

M := max
x1∈C1

〈a , x 1〉+ b, m := min
x2∈C2

〈a , x 2〉+ b.

Òîãäà
〈a , x 1〉+ b 6M < m 6 〈a , x 2〉+ b,

îòêóäà
〈a , x 1〉+ b− M+m

2
< 0 < 〈a , x 2〉+ b− M+m

2

äëÿ ëþáûõ x 1 ∈ C1 è x 2 ∈ C2. Òîãäà H(a , b− M+m
2

) � òðåáóìàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

â) Íåâåðíî. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ìîæíî âçÿòü.

C1 = {(x, y) ∈ R2 : x 6 0} è C2 = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, xy > 1}.

6. Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàí êàê ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ:

P = {x ∈ Rn : 〈a i, x 〉+ bi > 0, i = 1, . . . ,m}.
Ðàññìîòðèì àôôèííîå îòîáðàæåíèå

iP : Rn → Rm, x 7→ (〈a1, x 〉+ b1, . . . , 〈am, x 〉+ bm).

Òàê êàê dimP = n, îòîáðàæåíèå iP èíúåêòèâíî (ñðåäè íîðìàëåé a i ê ãèïåðãðàíÿì,
ñõîäÿùèìñÿ â îäíîé âåðøèíå, ñîäåðæèòñÿ áàçèñ). Èìååì

iP (P ) = iP (Rn) ∩ Rm
> ,

ò. å. îáðàç ìíîãîãðàííèêà ïðè îòîáðàæåíèè iP åñòü ïåðåñå÷åíèå n-ìåðíîé ïëîñêîñòè
iP (Rn) ñ ãèïåðêâàäðàíòîì Rm

> = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm : yi > 0}. Òàê êàê iP (P ) îãðàíè-
÷åíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî iP (P ) ñîäåðæèòñÿ â áîëüøîì ñèìïëåêñå

∆m(N) = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm : yi > 0, y1 + . . .+ ym 6 N}.
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Òàêèì îáðàçîì, iP (P ) åñòü ñå÷åíèå ñèìïëåêñà ∆m(N) ïëîñêîñòüþ iP (Rn). Òàê êàê
iP : Rn → Rm èíúåêòèâíî, îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà n-ìåðíóþ ïëîñêîñòü íåêîòî-
ðîãî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (èçîìîðôèçìà) f : Rm → Rm. Òîãäà P åñòü ñå÷åíèå
ñèìïëåêñà f−1(∆m(N)) íåêîòîðîé n-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ.

1 à) 4 áàëëà
1 á) 7 áàëëîâ
2 à) 3 áàëëà
2 á) 3 áàëëà
3 à) 5 áàëëîâ
3 á) 8 áàëëîâ
3 â) 8 áàëëîâ
4 15 áàëëîâ
5 à) 11 áàëëîâ
5 á) 11 áàëëîâ
5 â) 5 áàëëîâ
6 20 áàëëîâ
Èòîãî: 100 áàëëîâ


