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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅîÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÉÓØ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ �Ï ËÕÒÓÕ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÍÕ �ÒÏÆ. ü.â.÷ÉÎÂÅÒÇÏÍ × íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ëÏÌÌÅ-ÄÖÅ îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ × 1992{1994 ÇÇ. òÁÚÕ-ÍÅÅÔÓÑ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈÓÂÏÒÎÉËÏ× ä.ë.æÁÄÄÅÅ×Á É é.ó.óÏÍÉÎÓËÏÇÏ, é.÷.ðÒÏÓËÕÒÑËÏ×Á, �ÏÄÒÅÄ. á.é.ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ É ÄÒÕÇÉÈ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÉÚÄÅÓØ.ðÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ Á×ÔÏÒÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØÄ×ÕÍ �ÒÉÎ�É�ÁÍ: Ó×ÅÓÔÉ Ë ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÞÉÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ É ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ ×�ÉËÌÙ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÍÏÇÌÏ ÂÙ ÓÔÕÄÅÎÔÕ Ï×ÌÁ-ÄÅÔØ ÉÄÅÅÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÔÓÕÔÓÔ×Õ-ÀÝÕÀ × ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ. üÔÉÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÚÁÄÁÞÎÉËÅ �ÒÁÚÎÏÓÏÌÏ×�, ×ÒÏÄÅ ÁÌÇÅÂÒ èÏ�ÆÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÕÚÌÏ× ÉÌÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù.
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ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑZn | ËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ nZp | ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌQp | �ÏÌÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌvp(x) | �ÏËÁÚÁÔÅÌØ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ×ÈÏÄÉÔ× ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ xFq | �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×Spe
A | Ó�ÅËÔÒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Af � g | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍPn | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ nPn | n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏA n | n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï[A;B℄ = AB �BA | ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�ÁGtors | �ÏÄÇÒÕ��Á ËÒÕÞÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù GGfree | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Grk | ÒÁÎÇ (ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÌÉ ÍÏÄÕÌÑ)
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1. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ,ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ1.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ:(5 + i)(7� 6i)3 + i ; (1 + i)5(1� i)3 ; (1 + 3i)(8 � i)(2 + i)2 :1.2. îÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ x; y 2 R, ÞÔÏ (1 + 2i)x+ (3� 5i)y = 1� 3i.1.3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑz2 = i; z2 = 5� 12i; z2 + (2i� 7) + 13� i = 0:1.4. îÁÊÔÉ ×ÓÅ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÁ) z2 = �z, Â) zn = �z.1.5. îÁÊÔÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÞÉÓÅÌ1 + i; sin�+ i 
os�; 2 +p3 + i; 1 + i tg�1� i tg�:1.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ:�p3 + i1� i �30; (1 + 
os�+ i sin�)k:1.7. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: jzj � z = 1 + 2i, jzj+ z = 2 + i.1.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ jzj < 1, ÔÏ jz2 � z + ij < 3,Â) ÅÓÌÉ jzj 6 2, ÔÏ 1 6 jz2 � 5j 6 9.1.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z 6= �1 Ó jzj = 1 ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ z = 1 + it1� itÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t 2 R.1.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z + 1z = 2 
os �, ÔÏ zm + 1zm = 2 
osm�, �ÒÉm 2Z.1.11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅq8p3i� 8; 3r27� 54i2 + i ; 3p1 + i:1.12. ÷ÙÒÁÚÉÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ 
os(2�=5), sin(4�=5).7



1.13. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÙ:1��n2�+�n4�� �n6�+ : : : ; �n1�+�n5�+ �n9�+ : : : ;�n1�� 13�n3�+ 19�n5�� : : : ;1 + 2"+ 3"2 + � � �+ n"n�1; ÇÄÅ "n = 1.1.14. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÙsin2 x+ sin2 3x+ � � �+ sin2(2n� 1)x;
os x+ 2 
os 2x+ � � �+ n 
osnx:1.15. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 2+i2�i ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù?1.16. Á) îÁÊÔÉ "k0 + � � �+ "kn�1, ÇÄÅ k 2Z, Á "0; : : : ; "n�1 | ×ÓÅ ËÏÒÎÉÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ 1.Â) åÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÍÅÎØÛÅ n, ÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁÒÁ×ÎÏ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ × �ÅÎÔÒÅ ÜÔÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.×) åÓÌÉ ÔÏÞËÉ P0; P1; : : : ; Pn 2 C ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(z) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(P0) = 1n nXj=1 f(Pj);ÔÏ P1; : : : ; Pn ÓÕÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ P0.1.17. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉÓ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ:x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = 0; x4 + 2x2 � 24x+ 72 = 0:1.18. òÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍÁ) 2x5 � 5x3 � 8x ÎÁ x+ 3,Â) 4x3 + x2 ÎÁ x+ 1 + i.1.19. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ, ÎÁÊÔÉ (f1; f2) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙg1; g2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (f1; f2) = f1g1 + f2g2, ÅÓÌÉÁ) f1 = 4x4 � 2x3 � 16x2 + 5x+ 9, f2 = 2x3 � x2 � 5x+ 4,Â) f1 = x5 + 5x4 + 9x3 + 7x2 + 5x+ 3, f2 = x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 1.8



1.20. éÓËÌÀÞÉÔØ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ:Á) ��+ 1, ÅÓÌÉ �3 � 3�+ 1 = 0;Â) �2 � 3�� 1�2 + 2�+ 1, ÅÓÌÉ �3 + �2 + 3�+ 4 = 0;×) 11 +p2� 3p3 .1.21. îÁÊÔÉÁ) �(x� 1)(x2 � 1)(x3 � 1)(x4 � 1); (x+ 1)(x2 + 1)(x3 + 1)(x4 + 1)�,Â) (xn � 1; xm � 1).1.22. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ m;n; k 2 N(x4 + x2 + 1) j (x3m + x3n+1 + x3k+2) ?1.23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x� 1)k j f(xn), ÔÏ É (xn � 1)k j f(xn).1.24. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(x) = (x� 2)4 + 4(x� 2)3 + 6(x� 2)2 + 10(x� 2) + 20Á) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ x, Â) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ x+ 2.1.25. îÁÊÔÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ x0 = 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁx5 � 5x4 + 7x3 � 2x2 + 4x� 8:1.26. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÎÁ x � a ÒÁ×ÅÎ A, Á ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ x � b (a 6= b) ÒÁ×ÅÎ B. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f(x) ÎÁ(x� a)(x� b).1.27. îÁÊÔÉ ×ÓÅ A;B, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÈÞÌÅÎ Axn+1+Bxn+1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ (x� 1)2.1.28. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ a; b; 
 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎx5 + 10ax3 + 5bx+ 
ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÒÅÎØ?1.29. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a1xp1 + a2xp2 + � � �+ akxpk ÎÅ ÉÍÅÅÔËÏÒÎÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÙÛÅ (k � 1), ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ.1.30. ðÕÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f 0 j f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f == a(x� x0)n.1.31. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ1 + x1! + x22! + � � �+ xnn!ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÍÅÔÏÄÏÍ ûÔÕÒÍÁ, ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. 9



1.32. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = anxn+ � � �+a0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ x1; : : : ; xn.ëÁËÉÅ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÁ) anxn � an�1xn�1 + � � �+ (�1)na0, Â) a0xn + a1xn�1 + � � �+ an,×) anxn+ an�1bxn�1+ � � �+ a0bn, Ç) f(a)+ f 0(a)1! x+ � � �+ f (n)(a)n! xn ?1.33. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÏÒÎÉ x1; x2; x3 ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ x3+ px+ q Ó×Ñ-ÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x3 = 1x1 + 1x2 ?1.34. õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�; 1=�; ��; �1=�:1.35. õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�; 1=�; 1� �; 1=(1� �); 1� 1=�; 1=(1� 1=�):1.36. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z1; : : : ; zn ÔÁËÏ×Ù,ÞÔÏ 1z1 + � � �+ 1zn = 0, ÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔÌÅÖÁÔØ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ.Â) ëÏÒÎÉ f 0(z) ÌÅÖÁÔ × ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ËÏÒÎÅÊ f(z).1.37. Á) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á k[[t℄℄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k.Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÄÒÏÂØ P (t)Q(t) , ÇÄÅ P (t); Q(t) 2 k[t℄, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁ�ÉÓÁÎÁ ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ?×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ?Ç) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ Pantn 2 k[[t℄℄ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊÄÒÏÂÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ×ÉÄÁ�kan+k + �k�1an+k�1 + � � �+ �0an = 0Ó �i 2 k.Ä) îÁÊÔÉ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉ-ÂÏÎÁÞÞÉ 1,1,2,3,5,8,13,21...Å) ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑan +Aan�1 +Ban�2 = 0:1.38. îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÄÒÏÂÉ1=(1� t)n, n 2 N. úÁ�ÉÓÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × �ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ�. 10



1.39. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f = 1+a1t+a2t2+ � � � 2 k[[t℄℄ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÑÄ g = 1+ b1t+ b2t2+ : : : , ÞÔÏ gd = f ,d 2 N.Â) ëÁËÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ËÏÌØ�Ï A, ÞÔÏÂÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÒÑÄÁ f 2 A[[t℄℄ ?×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (z) = 0 Ó F (z) 2 k[z℄ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ z = a0 2 k É F 0(a0) 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ×ÉÄÁ f = a0+a1t+ � � � 2 k[[t℄℄ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F (f) = 0 (ÌÅÍÍÁçÅÎÚÅÌÑ).1.40. îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ak ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Fp ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ-�ÅÎÉ k ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÓ-ÓÕÖÄÅÎÉÊ.Á) ÷ ËÏÌØ�Å ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Q[[t℄℄ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï 1Xk=0 pntn = 1Yk=1 11� aktk :Â) ëÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ log: 1 + tQ[[t℄℄ ! Q[[t℄℄ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ log(1� tf) = �Xs>1 (tf)ss :ðÒÉ ÜÔÏÍ log(fg) = log f + logg ÄÌÑ f; g 2 1 + tQ[[t℄℄.×) ðÒÏÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÕÎËÔÁ Á) É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ: ÅÓÌÉ An = PdjnBd, ÔÏ Bn =Pdjn�(n=d)Ad, ÇÄÅ�(n) = 8><>:1; ÅÓÌÉ n = 1;(�1)r ; ÅÓÌÉ n = p1 : : : pr É ×ÓÅ pi ÒÁÚÌÉÞÎÙ;0; ÉÎÁÞÅ.Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ a1; : : : ; a5 ÄÌÑ F2 ×ÒÕÞÎÕÀ É �Ï �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.
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2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ2.1. òÅÛÉÔØ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:Á) 23x� 17y = 5,Â) 35x+ 21y = 14.2.2. ï�ÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ(a; b) ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ.2.3. éÍÅÀÔ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:Á) 3x2 + 2 = y2,Â) 7x2 + 2 = y3,×) 15x2 � 7y2 = 9 ?2.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ �ÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ(�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.2.5. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÉÆÁÇÏÒÏ×Ù ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.2.6. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ2x2 � 3y2 + 5z2 + 4xy � 6xz � 2yz = 0:2.7. îÁÊÔÉ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ 19971000000. ï�ÅÎÉÔØ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ × ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÅ.2.8. òÅÛÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2n � n (mod p), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.2.9. ðÕÓÔØ un = 22���2 (n Ä×ÏÅË):äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ un ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÍÏ-ÄÕÌÀ m 2 N.2.10. Á) ðÕÓÔØ m1; : : : ;mk | �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ;a1; : : : ; an | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N 2 Z, ÞÔÏ N � ai (mod mi) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, �ÒÉÞÅÍ NÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m1 : : :mk (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÓÔÁÔËÁÈ).Â) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ N 2Z, ÞÔÏN � 2 (mod 7); N � 3 (mod 18); N � 3 (mod 13):×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m = p�11 : : : p�kk (pi | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ), ÔÏ ËÏÌØ�Á Zm É Zp�11 � � � � � Zp�kk ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.Ç) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Z4 �= Z2 � Z2?Ä) ðÕÓÔØ A | ËÏÌØ�Ï, A� | ÇÒÕ��Á ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = A1 � � � � �Ak, ÔÏ A� = A�1 � � � � �A�k .12



Å) ðÕÓÔØ '(m) = jZ�mj | ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ '(mn) == '(m)'(n) �ÒÉ (m;n) = 1 .Ö) äÌÑ m = p�11 : : : p�kk'(m) = m�1� 1p1� : : :�1� 1pk�:2.11. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ m 2 N, ÞÔÏÁ) '(m) = 10.Â) '(m) = 2k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k 2 N.2.12. óËÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ × ËÏÌØ�ÁÈ Z24, Z683 ?2.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Xdjm '(d) = m:2.14. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax = b × ËÏÌØ�Å Zm.2.15. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + 4x+ 7 = 0 × ËÏÌØ�ÁÈ Z19, Z15, Z25.2.16. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÁ) x3 = 10 × Z37.Â) 6x3 + 27x2 + 17x+ 20 = 0 × Z30.2.17. óËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x7 = 35 × Z601 ?2.18. òÅÛÉÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 � 1 � 0 (mod m) ËÏÇÄÁÁ) m = pk, p 6= 2 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ,Â) m = 2k,×) m | ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.2.19. ðÕÓÔØ f(x) 2Z[x℄.Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) � 0 (mod m)�ÒÉ m = p�11 : : : p�kk ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊf(x) � 0 (mod p�ii ) �ÒÉ i = 1; : : : ; k.Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ x0 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑf(x) � 0 (mod p) É f 0(x0) 6� 0 (mod p), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ x ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) � 0 (mod p�), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x � x0 (mod p)(ÌÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ).2.20. ðÕÓÔØ p=q ÅÓÔØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, f(x) 2Z[x℄ É f(p=q) = 0.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) q ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ f(x),Â) p ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ f(x),×) p�mq ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ f(m), m 2Z.13



2.21. îÁÊÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×x3 � 6x2 + 15x� 14; 24x4 � 42x3 � 77x2 + 56x+ 60:2.22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) 2 Z[x℄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ,ÅÓÌÉ f(0) É f(1) | ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.2.23. Á) ðÕÓÔØ f(x) 2 Fp[x℄; ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x); f(x + 1); : : : ;f(x + p � 1) ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ, ÌÉÂÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.Â) íÎÏÇÏÞÌÅÎ xp � x� a �ÒÉ a 6� 0 (mod p) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp.2.24. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Á) x5 + 2x3 + 3x2 � 6x� 5,Â) x5 � 6x3 + 2x2 � 4x+ 5,×) x105� 9,Ç) (x� a1) : : : (x� an)� 1, ÇÄÅ a1; : : : ; an | �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ.2.25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄZ(Ô. Å. ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ), ÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ÎÁÄ Q (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ).2.26. ðÕÓÔØ f(x) = anxn + � � � + a0 2 Z, �ÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÞÔÏ p j ai, 0 6 i < n, É p2 - a0. �ÏÇÄÁ f(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÎÁÄ Q (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ).2.27. ðÕÓÔØ �1;�2; : : : ;�p�12 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �ÏÍÏÄÕÌÀ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ a 2 Z�p ÚÁÄÁÅÔ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÕÓÔØ k | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ, �ÅÒÅÛÅÄÛÉÈ × ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎ-ÄÒÁ �ap� = (�1)k.
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3. �ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ3.1. îÁÊÔÉ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�ÏR[x℄=(x2+ax+b) × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ a; b 2 R.3.2. ÷Ù�ÏÌÎÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ËÏÌØ�Å Q[x℄=(f(x)):Á) (�2 + � + 1)3, f(x) = x3 � 1.Â) 1(1+�)m , f(x) = xn.(úÄÅÓØ � = x+ (f(x)).)3.3. îÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ É ÉÈ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÁÄ Q:Q(p2), Q(p2+p3), Q(p2+ 3p2), Q( 4p2), Q(pp2 +p�2), Q(p6 + 3p3).ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ?3.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 
os(�=11) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q(
os(�=11))=Q? îÁÊÔÉ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ É ÇÒÕ��Õ Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.3.5. îÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Fp(p2), Fp(p3).3.6. îÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Fp(�m), ÇÄÅ �m | �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ËÏ-ÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ m.3.7. îÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊC (p1�pz)=C (z); C (pz +pz)=C (z):ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ?3.8. îÁÊÔÉ Q(p2)
QQ(p2).3.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 
os 15Æ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ.õËÁÚÁÔØ 10 ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.3.10. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ Fp , Q, ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÅ ÎÉËÁËÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ, ËÒÏÍÅ �ÒÏÓÔÙÈ?3.11. îÁÊÔÉ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ Q:Á) x2 � 2, Â) x4 + 2, ×) (x2 � 2)(x2 � 3)(x2 � 5),Ç) x3 � 2, Ä) x3 + px+ q × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ p É q.3.12. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÑÄ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÏ× ÇÒÕ�� S3 É S4, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 3 É 4 ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.3.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÉÒËÕÌÅÍ ÉÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = 2mp1 : : : ps, ÇÄÅ pi | ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 22k + 1.3.14. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ �ÏÌÑ Q Ó ÇÒÕ��ÁÍÉ çÁÌÕÁ Z2,Z2 � Z2.3.15. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ �ÏÌÑ Q Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÕ�� �Ï-ÒÑÄËÁ 8 (Z8, Z4 � Z2, Z2 � Z2 � Z2, D4, Q8).15



3.16. ï�ÉÓÁÔØ ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ �ÏÌÑ Q(p3 +p7).3.17. üÌÅÍÅÎÔ p �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚd j p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ d ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á A, ÌÉÂÏ dÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ Ó p. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ÜÌÅÍÅÎÔ p �ÒÏÓÔÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÓÔ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÉÍ ÉÄÅÁÌ (p).3.18. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØ�ÁÈZ[p�3℄,Z[p�5℄,Z[p7℄ ? ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ?3.19. ï�ÉÓÁÔØ Spe
Z, Spe
Z[i℄, Spe
Z[p�5℄, Spe
Z[x℄.3.20. (çÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.) ðÕÓÔØ � =Z[p�1℄.Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ � | Å×ËÌÉÄÏ×Ï ËÏÌØ�Ï.Â) ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �.×) ðÕÓÔØ � = Spe
 �� f0g. ÷ÙÒÁÚÉÔØ �-ÆÕÎË�ÉÀ ËÏÌØ�Á �:��(s) = Yp2��1� 1N (p)s��1ÞÅÒÅÚ �-ÆÕÎË�ÉÀ òÉÍÁÎÁ�Z(s) = Yp �ÒÏÓÔÏÅ�1� 1ps��1É L-ÒÑÄ L(s; �) = Yp �ÒÏÓÔÏÅ�1� �(p)ps ��1 ;ÇÄÅ � : Z ! C� | ÈÁÒÁËÔÅÒ äÉÒÉÈÌÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4, Ô. Å.�(m) =8><>:0 �ÒÉ m � 0 (mod 4),1 �ÒÉ m � 1 (mod 4),�1 �ÒÉ m � 3 (mod 4).îÏÒÍÁ ÉÄÅÁÌÁ N (p) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á �=p.ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N (pq) = N (p)N (q).Ç) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÑÄÅ äÉÒÉÈÌÅ��(s) =Xn>1 annsÞÉÓÌÏ an ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈË×ÁÄÒÁÔÏ×, Ô. Å. �ÁÒ (x; y) �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó x2 + y2 = n.Ä) óÒÁ×ÎÉ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×) É Ç), �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏan = � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n×ÉÄÁ 4k+ 1 ��� ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n×ÉÄÁ 4k+ 3 � :16



3.21. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ� Å×ËÌÉÄÏ×ÙËÏÌØ�Á � � 8<: ËÏÌØ�ÁÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ× 9=; � �ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅËÏÌØ�Á � :Â) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.3.22. Á) ðÕÓÔØ K = k(�1; : : : ; �n) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �Ï-ÌÑ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ � 2 K, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ K = k(�) (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ).Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÌØ�Á A =Z[�1; : : : ; �n℄,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ �1; : : : ; �n?3.23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x5 � 4x + 2 ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ S5.3.24. (ëÒÕÇÏ×ÙÅ �ÏÌÑ.) ðÕÓÔØ �m = e2�i=m É Km = Q(�m).Á) äÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xp�1 + xp�2 + � � � + 1 ÄÌÑ�ÒÏÓÔÏÇÏ p.Â) ðÕÓÔØ �m(x) =Y� (x� �);ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ËÏÒÎÑÍ ÉÚ 1 ÓÔÅ�ÅÎÉ m.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �m(x) 2Z[x℄.×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �m(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ m. îÁÊÔÉÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Km=Q.Ç) îÁÊÔÉ Gal(Km=Q).3.25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÑ Q, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÇÏÓÑ × Km.3.26. (ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ.)Á) ÷ ËÒÕÇÏ×ÏÍ �ÏÌÅKp Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÙÍ p ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÎÁÄ Q.Â) éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ p = p�1Yi=1(1� �ip)×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ (�1) p�12 = g2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g 2 Kp.×) éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ çÁÕÓÓÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ap� � a p�12 (mod p), �ÏÌÕÞÉÔØÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ �pq�� qp� = (�1) p�12 q�12ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ p É q.17



Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �2p� = (�1) p2�18ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p.3.27. (óÕÍÍÙ çÁÕÓÓÁ É ÓÎÏ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ.)ðÕÓÔØ ga = Px2Z�p �xp��axp , a 2 Z�p .Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ga = �ap�g1.Â) ÷ÙÞÉÓÌÉ× Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÓÕÍÍÕ S =Pa gag�a, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏp(p� 1) = S = ��1p �(p � 1)g21:×) éÚ �. Â) É ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ �ÏÌÕÞÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÓÔÉ.3.28. îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + y2 � z2 (mod p).3.29. ðÌÏÔÎÏ ÌÉ × C ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ?3.30. ðÕÓÔØ �Q | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ Q É k | ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅ �Q, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ p5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ Gal(K=k) �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑK �ÏÌÑ k.3.31. ðÕÓÔØ �k | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ0, � | Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ �k É L = fx 2 �k j �x = x g. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÅÓÌÉ k � L, ÔÏ ÇÒÕ��Á Gal(P=L) �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ P �ÏÌÑ L.3.32. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ×ÓÅÇÄÁ ÓÅ-�ÁÒÁÂÅÌØÎÏ. �Ï ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ 0.3.33. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, G = Gal(L=K), L0 = LG | �ÏÄ�ÏÌÅ G-ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L=L0 ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, Á L0=K| ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 2 L0 ÎÁÊÄÅÔÓÑÔÁËÏÅ m, ÞÔÏ �pm 2 K).3.34. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ.3.35. ðÕÓÔØ F = K(�) É �(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ � ÎÁÄ K.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L
K F �= L[x℄=(�(x)).3.36. ðÕÓÔØ K=Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, �ÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ËÏÌØ�Ï �Å-ÌÙÈ OK ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Z[�℄, É �(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ P1; : : : ; Pk × OK , ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ(p) == P1 : : :Pk ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p 2Z, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ Pi = (p; �i(�)), ÇÄÅ18



�(x) �� �1(x) : : : �k(x) (mod p) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p.3.37. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÌÅÊ Q(p2), Q(p�5).3.38. ðÕÓÔØ x 2Z�p . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄx+ (xp � x) + (xp2 � xp) + � � �ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ �x = limn!1xpn . ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xp�1 � 1 ÉÍÅÅÔ p � 1 ËÏÒÅÎØ ×Zp.3.39. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÇÒÕ��Õ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ p-ÁÄÉ-ÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Qp.3.40. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ apk�1(p�1) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑk ÎÕÌÑÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2Zp.3.41. ëÁËÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 5, �7, 3 � 11�2 + 6 � 11�1 + 3 + 7 � 112 ÉÍÅÀÔË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ × Q11? ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 11�3.3.42. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?3.43. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jaj1Yp jajp = 1ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 Q�. (úÄÅÓØ jaj1 = jaj É jajp = p�vp(a).)3.44. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ vp(n!) = �n� �p(n)p� 1 �;ÇÄÅ �p(n) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n.3.45. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Zab �=Za�Zb, ÅÓÌÉ (a; b) = 1.3.46. îÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Qp(p�1)=Qp, Qp(p3)=Qp.3.47. îÁÊÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Qp(�m), ÇÄÅ �m | �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ m.3.48. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ exp(x) × Qp.3.49. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10�3 ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2�2x+2 = 0× Z5.3.50. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÙ j � jp É j � jq �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ p É q ÚÁÄÁÀÔÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ Q. îÉ ÏÄÎÁ ÎÏÒÍÁ j � jp ÎÅ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ QÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. 19



4. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. âÁÚÉÓÙ. óÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï4.1. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R+ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÎÁÄ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ v + u = vu, � � v = v�. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?4.2. íÏÖÎÏ ÌÉ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å N ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ R, Q, F2?4.3. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ÎÁÄ R ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅ×ÒÁÝÅÎÏ × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ C ?4.4. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄÌÀÂÙÍ Ó×ÏÉÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ.Â) þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ?4.5. îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×(1; 0; 2; 1); (1; 1; 2; 2); (2; 1; 1; 0); (0; 2; 0; 2)ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F3.4.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÙÅ ÒÑÄÙ) 1; sinx; : : : ; sinnx ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á C1[0; 1℄ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, R[[x℄℄) ÎÁÄ R.4.7. ðÕÓÔØ V = R[x1; : : : ; xn℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hd × V . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏSd × Hd. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Hd, S2, S3 �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n É ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØ S10 �ÒÉ n = 4.4.8. Á) îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× (k-ÒÅ�ÅÒÏ×) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Fnq .Â) îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �nk�q k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Fnq .4.9. îÁÊÔÉ dimk k[x℄, dimk k[[x℄℄.4.10. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ (V + U ) \ W = V \ W + U \ W ÄÌÑ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V; U;W ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?4.11. ðÕÓÔØ dimV < 1, U � V , U0 � V � | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏdimU + dimU0 = dimV;(U0)0 = U;(U1 + U2)0 = U01 \U02 ;(U1 \ U2)0 = U01 + U02 :20



4.12. ðÕÓÔØ f; g : V ! k | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, �ÒÉÞÅÍ Ker f = Ker g.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f É g �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.4.13. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ' : V ! V ��, v 7! 'v �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 'v(f) = f(v) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ (Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ × V ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏÇÏ Ó×ÏÅÍÕ Ä×ÁÖÄÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÍÕ.4.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ t 2 Fpn , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xp+x+ t = 0, ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Fp. îÁÊÄÉÔÅÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.4.15. ðÕÓÔØ Fn;d | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÌÁÇÏ× ÄÌÉÎÙ n × d-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V : Fn;d = fF = (0 = F0 � F1 � � � � � Fn = V )g:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÆÌÁÇÏ× F; F 0 ÍÁÔÒÉ�Õ a(F; F 0) = aij, × ËÏÔÏÒÏÊaij = dimFi \ F 0j=Fi�1 \ F 0j + Fi \F 0j�1:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) Pi;j aij = d. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ ÓÕÍÍÙ Pi aij,Pj aij ?Â) a(F; F 0) = a(F 0; F ).×) åÓÌÉ g 2 GL(V ), ÔÏ a(gF; gF 0) = a(F; F 0).Ç) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij) Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÓPi;j aij = d ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÌÁÇÉ F; F 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A = a(F; F 0).Ä) íÁÔÒÉ�Á a(F; F 0) ÅÓÔØ �ÏÌÎÙÊ GL(V )-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÁÒÙ ÆÌÁÇÏ×F; F 0, Ô. Å. �ÁÒÙ (F; F 0) É ( ~F; ~F 0) ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ GL(V )-ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a(F; F 0) = a( ~F ; ~F 0).âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ4.16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ idk : Ck(S1) � Ck(S1) ! R, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ idk(f; g) = ZS1 f(x)g(k)(x) dx;ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÒÉ ËÁËÉÈ k ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÁ)? òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ id1 ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 5 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÁÊÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ id1× ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. îÁÊÔÉ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÑÄÒÁ ÆÏÒÍÙ.21



4.17. ðÕÓÔØ f(x; y) | ÔÁËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÞÔÏf(x; y) = 0 () f(y; x) = 0:äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f(x; y) ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.4.18. îÁÊÔÉ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒ�ÉÉÁ) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ trX2 ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ� Mat(n;R),Â) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÅÅ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �1 > 0; �2 = �3 = 0; �4 > 0:4.19. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙÁ) f = 4x2 + 8xy + 3x2 É g = 3x2 + 2xy + 3y2 ÎÁÄZ?Â) f = 3x2 + 6xy É g = 2x2 + 3xy + 4y2 ÎÁÄ F7 ?4.20. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K,
har k 6= 0, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ � 2 K, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÁÂÏÒ(�1; : : : ; �n) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ K, ÞÔÏ f(�1; : : : ; �n) = �. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ f � g, ÔÏ ÏÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ k;Â) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ � 6= 0, ÔÏ f � �y21 + g(y2; : : : ; yn);×) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ 0, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ�ÏÌÑ k.4.21. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒ-ÎÏÊ. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ f = f(x; y) = ax2 + 2bxy + 
y2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ df = a
 � b2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 
har k 6= 0.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ f É g ÎÅÏÓÏÂÙ (Ô. Å. ÉÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ 0, ÔÏ f � g, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, f � g �x2 � y2;Â) ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ �df ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ × �ÏÌÅ k;×) ÎÅÏÓÏÂÙÅ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ f É g ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ df=dg ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ × �ÏÌÅ k É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ� 2 k, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÏÂÅÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.Ç) ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÉ ÎÕÌØ ÆÏÒÍÁ �3x2 + 8xy � 3y2 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F11 ?4.22. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ FqÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ ×ÉÄÁ x21 + � � �+ x2n�1 + dx2n.Â) åÓÌÉ n > 3, ÔÏ ×ÓÑËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÄ Fp(p 6= 2) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÕÌØ. 22



4.23. Á) ìÀÂÁÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÎÕÌØ.Â) åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ x2��y2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ 
1 É 
2, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ É
1
2.4.24. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÉ ÎÕÌØ ÆÏÒÍÁf(x; y) = (1 + sin t)x2 + 2(tg t)xy + (
os t)y2ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ R[[t℄℄?ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÍÁÔÒÉ�Ù4.25. äÏËÁÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊÁ) I : C([0; 1℄)! R, I(f) = R 10 f(x) dx;Â) jm : Cm([0; 1℄)! Rm+1, jm(f) = (f(1=2); f (1)(1=2); : : : ; f (m)(1=2));×) Ta : C(R)! C(R), (Taf)(x) = f(x + a);Ç) D2 : Cm(R)! Cm�2(R), (D2f) = f (2)(x).îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÅÒ É ÏÂÒÁÚÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n.4.26. ðÕÓÔØ S1; : : : ; S64 | ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÛÅÓÔÉÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁÊÔÉ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍÉ aij = (1; ÅÓÌÉ Si \ Sj 6= ;,0; ÅÓÌÉ Si \ Sj = ;.4.27. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ� X;Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á [X;Y ℄ =XY � Y X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ� ÓÏ ÓÌÅ-ÄÏÍ ÎÕÌØ.4.28. ðÕÓÔØ V; U;W | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, A;B | ÌÉÎÅÊÎÙÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ: V A �W B�! UäÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ C : V ! W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ CA = B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KerA � KerB.4.29. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : V ! V�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ GL(V ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å GL(dimV; k). 23



4.30. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2 GL(V ), ÞÔÏÁ) gx = y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× x; y 2 V ;Â) gX = Y ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ d-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X;Y � V .×) gF1 = F2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ (d1; : : : ; dl)-ÆÌÁÇÏ× F1; F2 × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ((d1; : : : ; dl)-ÆÌÁÇÏÍ × V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1 � U2 � � � � � Ul 
 dimUi = di).4.31. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍg �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÁÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ V × ÄÒÕÇÕÀÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÁÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ×? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÁÒÙ (ÔÒÏÊËÉ) �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× × V .4.32. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ:Á) ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ E + A ÏÂÒÁÔÉÍ.Â) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x), ÞÔÏ f(A) = 0, Á f(0) 6= 0,ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A ÏÂÒÁÔÉÍ.4.33. ðÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, �ÏÌØ-ÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.Á) ðÕÓÔØ f0 = 0, f1 = 1, f2 = 1 É fn+1 = fn + fn�1. ðÏÌÏÖÉÍF = �1 11 0� :�ÏÇÄÁ Fn = �fn+1 fnfn fn�1� :Â) ÷ÙÞÉÓÌÉ× ÓÌÅÄ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù F , ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ � É�, ÞÔÏ F = C�� 00 ��C�1ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C. äÁÌÅÅ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÕ ÍÁÔÒÉ�Õ C (ÏÎÁ, ÒÁÚÕÍÅ-ÅÔÓÑ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ).×) úÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ�fn+1 fnfn fn�1� = Fn = C��n 00 �n�C�1;×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ fn = 1p5  �1 +p52 �n � �1�p52 �n! :4.34. äÏËÁÚÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× KerA É ImA ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ B, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ Ó A.24



4.35. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÁ) Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ 0��1 3 �1�3 5 �1�3 3 1 1A × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3;Â) ddx × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Pn; ×) d2dx2 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Pn.4.36. îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊÁ) ATA, ÇÄÅ A = (a1; a2; : : : ; an);Â) 0BBBB�a1 a2 : : : an�1 anan a1 : : : an�3 an�2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :a3 a4 : : : a1 a2a2 a3 : : : an a1 1CCCCA.4.37. ðÕÓÔØ X 2 Spn. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎX ×ÏÚ×ÒÁÔÅÎ.4.38. îÁÊÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅ-ÍÏÓÔÉ ÎÁÄ C Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ 
 ÍÁÔÒÉ�ÅÊ0BB� 0 : : : 0 a10 : : : a2 0: : : : : : : : : : : : : :an : : : 0 01CCA :4.39. ðÕÓÔØ A;B 2 SL(2; C ). �ÏÇÄÁ det[A;B℄ = 0 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A É B ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.4.40. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É [A;B℄ = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁ-ÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A É B ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.4.41. ðÕÓÔØ fA� j � 2 I g | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ A�;Â) ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A� ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ A� ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.4.42. îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ddx × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈC [[x℄℄, C [x℄.4.43. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉn > 2, ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.25



4.44. îÁÊÔÉ ËÏÒÎÅ×ÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ0�4 �5 25 �7 36 �9 41A :4.45. îÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉ�Á) 0BB�1 2 3 40 1 2 30 0 1 20 0 0 11CCA; Â) 0� 3 0 83 �1 6�2 0 51A;×) ÍÁÔÒÉ�Ù A�1, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ A;Ç) ÍÁÔÒÉ�Ù �E + J2, ÇÄÅJ = 0BBBBBB�0 1 0 0 : : : 00 0 1 0 : : : 00 0 0 1 : : : 00 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 0 : : : 01CCCCCCA :4.46. îÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ É ÖÏÒÄÁÎÏ× ÂÁÚÉÓ ÄÌÑÍÁÔÒÉ�Á) 0BB� 0 1 �1 1�1 2 �1 1�1 1 1 0�1 1 0 11CCA; Â) 0BB�6 �9 5 47 �13 2 78 �17 11 81 �2 1 31CCA.4.47. Á) ðÕÓÔØ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÅÓÔØ ÏÄÎÁÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ A ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓC [A℄.Â) ðÕÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒA ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C [A℄.×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ n.Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ [n2=2℄+ 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ�, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.4.48. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A;B × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [A;B℄ = B, ÔÏ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ B ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ. 26



4.49. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Ó×Ï-ÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.4.50. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A,Az = az+b
z+d , ÞÔÏ limn!1An ÅÓÔØ ÓÄ×ÉÇ z 7! z + 1?4.51. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A, ÞÔÏexpA = ��1 �10 �1� ?4.52. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ n ÔÏÞÅË; �ÕÓÔØ V | �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. ï�ÅÒÁÔÏÒA : V ! V ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÆÕÎË�ÉÀ Af , ÚÎÁÞÅÎÉÅËÏÔÏÒÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÕÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ×Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ.Á) îÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ n Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁA ÎÕÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ?õËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.×) îÁÊÔÉ limm!1Am.4.53. íÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙ ×ÓÅ ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÌÀÂÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×. ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á, �ÏÄ- É ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á expA ×�ÏÌÎÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.4.54. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2, ÓÏÈÒÁÎÑ-ÀÝÉÊ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ) ÌÉÎÅÊÎÙÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.4.55. ðÕÓÔØ A | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ n� n-ÍÁÔÒÉ�Á Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �1,�ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÊ × ÇÒÕ��Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁ×ÅÎ pk, ÇÄÅ p |�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ pk�1(p � 1) 6 n.�ÅÎÚÏÒÙ4.56. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ V 
2 �= S2V �V2 V . ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ V 
3 �= S3V ��V3 V ?4.57. îÁÊÔÉ (S2V )0, (V2 V )0.4.58. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) Vk V É Vn V 
Vn�k V � (ÅÓÌÉ dimV = n);Â) Vk(V 
 F ) É F
k 
Vk V (ÅÓÌÉ dimF = 1).27



4.59. îÁÊÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q(!) ÎÁ V2R4, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ! ^ ! = q(!)e1 ^ e2 ^ e3 ^ e4, ÇÄÅ feig | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R4.4.60. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A
B ÅÓÔØ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A É B?4.61. ðÕÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á C Ó 
ij = aijbij ÔÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.4.62. Á) îÁÊÔÉ trA
k, detA
k.Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ det(V2(S2A)), ÅÓÌÉA = 0�0 1 23 �1 50 2 11A :4.63. Á) ðÕÓÔØ fe1; : : : ; eng | ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ; f eI = ei1 ^ : : :^ eik j I g | ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vk V . îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ VkA× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.Â) îÁÊÔÉ trVkA.×) äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ âÉÎÅ {ëÏÛÉ:j(AB)JI j =XK jAKI jjBJK j;ÇÄÅ AJI ÅÓÔØ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÔÒÏË i1; : : : ; ik É ÎÏ-ÍÅÒÁÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× j1; : : : ; jk, I = fi1; : : : ; ikg, J = fj1; : : : ; jkgÇ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 
k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ�A(t) = det(tE�A) = tn� 
1tn�1+ � � �+(�1)n
n ÍÁÔÒÉ�Ù A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ k � k ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.4.64. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏtrVkA = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ×ÌÅÞÅÔ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.4.65. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ddt (VkA(t)v1 ^ � � � ^ vk).4.66. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U � V ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Vk UÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ VkA.4.67. îÁÊÔÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V2A, ÅÓÌÉA = 0BB�1 1 0 00 1 0 00 0 1 10 0 0 11CCA :28



4.68. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁX 7! AXAt × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ��ÏÒÑÄËÁ 3, ÅÓÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÕÔØ 1; 2; 3.4.69. îÁÊÔÉ �ÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ V� V .4.70. (ë×ÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ.) ðÕÓÔØ V | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, fe1; e2; e3; e4g | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ, Gr(2; V ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × V . ðÕÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U 2 Gr(2; V )ÚÁÄÁÎÏ Ó×ÏÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ fu1; u2g. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ pij × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉu1 ^ u2 =Xi<j pijei ^ ejÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U .Á) ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ × U ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ pij ÕÍÎÏÖÁÀÔ-ÓÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÚÁÍÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Gr(2; V )! P(V2 V ).Â) õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÂÉ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ V2 V .×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÂÉ×ÅËÔÏÒÁ ! 2 V2 V ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÕÓÌÏ×ÉÀ ! ^ ! = 0.Ç) õÓÌÏ×ÉÅ �. ×) × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁËp12p34 � p13p24 + p14p23 = 0:üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ × P5, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ.Ä) íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; 4; 5;6 ÂÙÔØ ÍÉÎÏÒÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÎÅËÏÔÏÒÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ 2� 4?4.71. ðÕÓÔØ 0 6= v 2 V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÊ 0!^0 V '0�!^1 V '1�!^2 V '2�!^3 V : : : ;ÇÄÅ '0(�) = �v, 'i(!) = v ^ ! �ÒÉ i > 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) 'i+1 Æ 'i = 0,Â) Ker'i+1 = Im'i.5. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ5.1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÔÒÅÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ-29
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×ÅÄÅÎÉÅÍ (f(x); g(x)) = 1Z0 f(x)g(x) dx:5.2. (ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ SU 2 ! SO3.)Á) ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÇÒÕ��Ù SO3 ÅÓÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÅ l' ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏÓÉ l ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ '.Â) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × R3 ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÅ�ÅÒ Oxyz. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ×ÒÁÝÅÎÉÅ l' ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Z
X�Z� ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ �; �; 
 ×ÏËÒÕÇÏÓÅÊ Oz;Ox;Oz ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ).×) üÒÍÉÔÏ×Ù ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÕÌØ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ R. æÏÒÍÁ (X;Y ) = trXY ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÁÔÒÉ�Ù ðÁÕÌÉe1 = �1 00 �1� ; e2 = �0 11 0� ; e3 = � 0 i�i 0�ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × V .Ç) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u 2 U2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ru : V ! V ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Ru(X) = uXu�1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ru | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ u 7! Ru ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R : U2 ! O3.Ä) ðÕÓÔØ u' = �ei' 00 e�i'� ; v = � 0 ei e�i 0 � :�ÏÇÄÁ Ru'=2 = X', Rv =2 = Z . úÁËÌÀÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÅ R ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ SO3 ÉÍÅÅÔ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÉÚ SU 2.Å) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ R ÇÒÕ��Á SU 2 ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ SO3.5.3. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 2� ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÏ ÓËÁÌÑÒ-ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (f(x); g(x)) = �Z�� f(x)g(x) dxÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁL : f(x) 7! u0(x)f(x) + u1(x)f 0(x) + u2(x)f 00(x);ÇÄÅ u0(x); u1(x); u2(x) | ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÁÊÔÉÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L.30



5.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ0�1 1 20 2 
2 
 51A ;ÇÄÅ Á) 
 = 0, Â) 
 = 2, ×) 
 = 1 ?çÅÏÍÅÔÒÉÑ5.5. îÁÊÔÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÊ h(�1; 2;�2; 5)i Ó ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË (x; x2; x3; x4);x = 0;�1;�2 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R4.5.6. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n!1 ÄÌÉÎÙ ÒÅÂÒÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ,×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 × n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.5.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ �ÑÔÉÇÒÁÎÎÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ × ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÉ-×ÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÂÙÌÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ.5.8. ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÉÎÔÏ×ÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ?5.9. óÞÉÔÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ Å×-ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÂÌÏË-ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉ�ÁÄ×ÉÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ × ×ÉÄÅ x 7! Ax + b, ÇÄÅ A | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á, Á b | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ. õËÁÚÁÔØ, ËÁË �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ�ÁÒÁÍÅÔÒÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÏÓØ, ÕÇÏÌ É ÛÁÇ ×ÉÎÔÁ | ÄÌÑ ×ÉÎÔÏ×ÏÇÏ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÑ, �ÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ×ÅËÔÏÒ �ÅÒÅÎÏÓÁ | ÄÌÑ ÓËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ É �ÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÏÓØ É ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ | ÄÌÑ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ�Ï×ÏÒÏÔÁ).5.10. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉ� Ä×ÉÖÅÎÉÑÁ) x 7! 13 0��1 2 2�2 1 �22 2 �11Ax+0�0111A,Â) x 7! 17 0��2 3 66 �2 33 6 �21Ax+0��241 1A,31



×) x 7! 17 0�7 4 44 �8 14 1 �81Ax+0��63151A,Ç) x 7! 13 0� 2 2 �12 �1 2�1 2 2 1Ax+0�0111A.5.11. ðÕÓÔØ A É B | Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍA3B3 = (AB)2 = id :äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A É B ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ.5.12. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ �ÒÑÍÙÈ, ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ × ÁÆ-ÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp .5.13. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ
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6. ëÏÌØ�Á É ÍÏÄÕÌÉ6.1. âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�Ï ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ zÁ) Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ,Â) Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (Ó×ÏÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ)?6.2. âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍÁ) ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ z, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÙÅ k �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁ-ÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ z = 0,Â) ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ z; w, ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ �Ïw ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ z = 0,×) ËÏÌØ�Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ z, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÌÀÓÏ× ÎÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ jzj = 1?6.3. åÓÔØ ÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎË�ÉÊ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ × ÄÁÎ-ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 � C ? (ðÏÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï.)6.4. ðÕÓÔØ A | ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï, I � A | ÉÄÅÁÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏËÏÌØ�Ï A=I ÎÅÔÅÒÏ×Ï.6.5. ðÕÓÔØ I � A | ÉÄÅÁÌ, M | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ A=I 
A M �=M=IM:6.6. äÏËÁÚÁÔØ �ËÉÔÁÊÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ�: ÅÓÌÉ fIkg| ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÉÄÅÁÌÏ× × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å A, �ÒÉÞÅÍ Ik+ Il = A ÄÌÑ ÌÀÂÙÈk 6= l, ÔÏÁ) T Ik = Q Ik,Â) A=T Ik =LA=Ik.6.7. ðÕÓÔØ A � B | ÏÂÌÁÓÔÉ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ É �ÕÓÔØ B �ÅÌÏ ÎÁÄ A.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B | �ÏÌÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A | �ÏÌÅ.6.8. ðÕÓÔØ A | ÎÅÔÅÒÏ×Á ÏÂÌÁÓÔØ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, K | ÅÅ �ÏÌÅ ÞÁÓÔ-ÎÙÈ, S | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Ô. Å. ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï × A, ÞÔÏ 1 2 S, 0 62 S É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ S ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × S. ðÕÓÔØAS = nab 2 K ��� b ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ SoÅÓÔØ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÏÌØ�Á A �Ï S. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï AS ÎÅÔÅÒÏ×Ï.6.9. ðÕÓÔØ S |ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ËÏÌØ�ÅA, AS |ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×Á A-ÍÏÄÕÌÑM ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ MS �= M 
AS .33



6.10. ðÕÓÔØ S | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÌØ�Á A,M |ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, AS | ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏMS = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s 2 S,ÞÔÏ sM = 0.6.11. ðÕÓÔØ A | ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï É f =P anxn 2 A[[x℄℄ | ÜÌÅÍÅÎÔËÏÌØ�Á ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ fÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ × A[[x℄℄, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ an ÓÕÔØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × A. (ïÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ.)6.12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ZS ËÏÌØ�Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅ-ÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) ËÏÌØ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ ZS ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÏÄËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × Q,Â) ZS 
ZS0 �=ZS\S0.6.13. ðÕÓÔØ S | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ,(Z=pnZ)S = (Z=pnZ)
ZZS:äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Z=pnZ)S = (0; ÅÓÌÉ p 62 S,Z=pnZ; ÅÓÌÉ p 2 S.6.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏG
ZS �= (ZrkG)� (S-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G. (üÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙG ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ S-ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S.)6.15. ðÕÓÔØ f : A! U É g : B ! V | ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙR-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏKer f 
 g = Ker f 
B + A
 Ker g:6.16. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØM , ÞÔÏ M 
ZM = 0 ? 7. áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù7.1. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÇÒÕ��Ù �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?7.2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ�-�Ù ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ? 34



6.10. ðÕÓÔØ S | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÌØ�Á A,M |ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, AS | ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏMS = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s 2 S,ÞÔÏ sM = 0.6.11. ðÕÓÔØ A | ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï É f =P anxn 2 A[[x℄℄ | ÜÌÅÍÅÎÔËÏÌØ�Á ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ fÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ × A[[x℄℄, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ an ÓÕÔØ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × A. (ïÂÒÁÔÎÏÅ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ.)6.12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ZS ËÏÌØ�Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅ-ÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) ËÏÌØ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ ZS ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÏÄËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × Q,Â) ZS 
ZS0 �=ZS\S0.6.13. ðÕÓÔØ S | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ,(Z=pnZ)S = (Z=pnZ)
ZZS:äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Z=pnZ)S = (0; ÅÓÌÉ p 62 S,Z=pnZ; ÅÓÌÉ p 2 S.6.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏG
ZS �= (ZrkG)� (S-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G. (üÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��ÙG ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ S-ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S.)6.15. ðÕÓÔØ f : A! U É g : B ! V | ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙR-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏKer f 
 g = Ker f 
B + A
 Ker g:6.16. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØM , ÞÔÏ M 
ZM = 0 ? 7. áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù7.1. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÇÒÕ��Ù �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?7.2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ�-�Ù ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ? 34



7.3. òÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÌÉ × ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÒÕ��Ù ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ, �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, × �ÏÓÌÅÄÎÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌØ ÉÓËÌÀÞÅÎ)?7.4. ðÕÓÔØ G | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, a 2 G, (ord a; n) = 1.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ nx = a ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ÇÒÕ��Å G.7.5. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ210 � 53 ?7.6. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×Á) �ÏÒÑÄËÁ 4 × ÇÒÕ��ÁÈ Z36, Z1728,Â) �ÏÒÑÄËÁ 6 × ÇÒÕ��ÁÈ Z3 � Z26, Z12 � Z4,×) �ÏÒÑÄËÁ ps × �ÒÉÍÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Å Zpn1 � � � � � Zpnk ?7.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ�-�Ù ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.7.8. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÅ p-ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ | �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á.7.9. áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á G ÄÅÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ px = a ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ÇÒÕ��Å G ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ aÉ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p.7.10. îÁÊÔÉ �ÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù Z3=RZ3, ÇÄÅR = 0�5 5 35 6 58 7 91A :7.11. ðÕÓÔØLm = �(x1; : : :xn) 2Zn �� m j (x1 + � � �+ xn)	:îÁÊÔÉ ÉÎÄÅËÓ [Zn : Lm℄.7.12. îÁÊÔÉ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��ÕZn=BZn, ÅÓÌÉ B 2 SL(n;Z).7.13. ðÕÓÔØ B 2Mat(n;Z) É G =Zn=BZn = Gfree � Gtors. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ detB 6= 0, ÔÏ Gfree = 0. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ detB = 0, ÔÏrkGtors = n� rkB? 35



8. áÌÇÅÂÒÙ8.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÑÄÙ ðÕÁÎËÁÒÅPA(t) =Xk (dimAk)tkÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ khx; yi=(x2 � xy � yx);khx; yi=(x2);ÇÄÅ khx; yi | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ x; y.8.2. ðÕÓÔØ T | �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÄ�ÏÌÅÍ k É P | ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ. �ÏÇÄÁ[T : k℄ = [P : k℄2:8.3. ðÕÓÔØ Z(A) | �ÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏZ(A 
B) = Z(A) 
 Z(B):8.4. ðÕÓÔØ L | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ, � : L! L| ÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, L|ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ×ÌÅ×Ï ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ P1i=�M aiti, ai 2 L Ó ÏÂÙÞÎÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍta = �(a)t; aX aiti =X(aai)ti:äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L | ÔÅÌÏ.8.5. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁK[x℄=(f(x)) �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÎÅ ÉÍÅ-ÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.8.6. åÓÌÉ A| �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k É dimkA == 4, ÔÏ ÌÉÂÏ A �=M2(k), ÌÉÂÏ A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ.8.7. ðÕÓÔØ L | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ k. äÏËÁÚÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) ÁÌÇÅÂÒÁ L
 L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ,2) ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ L ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ k;3) ÁÌÇÅÂÒÁ A
L �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊk-ÁÌÇÅÂÒÙ A.8.8. ðÕÓÔØ A | �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k (
har k 6= 2) É[A : k℄ = 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ A �= k � k, ÌÉÂÏ A | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ k. 36



8.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ÅÓÔØ Q-ÁÌÇÅÂÒÁ É K 
 R | ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÄÌÑ K ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:K �= Q;K �= Q(pm); m 2 Q; m < 0;K �= DQ(a; b); a; b 2 Q; a < 0; b < 0:(DQ(a; b) | ÁÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ i; j É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉi2 = a, j2 = b, ij = �ji.)8.10. åÓÌÉ A É B | Ä×Å ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅ-ÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ, ÔÏ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ A
 B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.8.11. ðÕÓÔØ A| ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k Ó ÂÁÚÉÓÏÍ fe1; e2; ug É ÔÁÂÌÉ�ÅÊÕÍÎÏÖÅÎÉÑ e1 e2 ue1 e1 0 ue2 0 e2 0u 0 u uäÏËÁÚÁÔØ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÊÔÉ radA, A= radA.8.12. ðÕÓÔØ A | ÎÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ.8.13. áÌÇÅÂÒÁ ÷ÅÊÌÑ An ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉx1; : : : ; xn; �1; : : : ; �n É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉxixj = xjxi; �i�j = �j�i;�ixi � xi�i = 1; �jxi = xi�j �ÒÉ i 6= j.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) áÌÇÅÂÒÁ An ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ A n , ÅÓÌÉ�ÏÌÅ k ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ.Â) áÌÇÅÂÒÁ An �ÒÏÓÔÁ, ÅÓÌÉ 
har k = 0. þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÁ �ÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ?×) áÌÇÅÂÒÁ An ÎÅÔÅÒÏ×Á Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á.Ç) áÌÇÅÂÒÁ An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ïÒÅ.Ä) ëÁÖÄÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ An �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ä×Õ-ÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÁÆÆÏÒÄÁ).8.14. ðÕÓÔØ G| ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á,H = kG| ÅÅ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: g 7! g 
 g �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ �: H ! H
H (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ). äÏËÁÚÁÔØ37



ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍH � //�
��

H 
H�
1
��H 
H 1
� // H 
H 
H(ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ËÏÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ) ÉH 
H 1
S //S
1 // H 
Hm
��H� OO " // k � // HÇÄÅ m | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × H, "(g) = 1 | ËÏÅÄÉÎÉ�Á (ÎÁ ×ÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ HÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ), �(�) = �e | ÅÄÉÎÉ�Á,S(g) = g�1 (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉ�ÏÄÏÍ, Á �ÏÓÌÅÄÎÑÑÄÉÁÇÒÁÍÍÁ| ÁËÓÉÏÍÏÊ ÁÎÔÉ�ÏÄÁ). úÁ�ÉÓÁÔØ ÁËÓÉÏÍÕ ÅÄÉÎÉ�Ù × ÇÒÕ��Å× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.8.15. ðÕÓÔØ G ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÉH = k[G℄| ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÎÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: H ! H 
H�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (�f)(x; y) = f(xy), ÂÕÄÅÔ ËÏÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉ-ÅÍ. åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ÄÁÌÅÅ "(f) = f(e), �(�) = �:1, S(f)(g) = f(g�1), ÔÏ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÁÎÔÉ�ÏÄÁ.8.16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��ÙG ÁÌÇÅÂÒÙ kG É k[G℄ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ èÏ�ÆÁ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ kG É k[G℄, ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎ ËÏ-ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ × ÄÒÕÇÏÊ.8.17. ÷Ù�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÁÎÔÉ�ÏÄÁ × ÓÌÕ-ÞÁÅ G = GLn, G = SLn.8.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÁÑ Ug ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉg ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏ�ÆÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ x 2 g �ÏÌÏÖÉÔØ �x = 1 
 x + x 
 1,"x = 0 É Sx = �x. 38



9. çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ9.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÒÏËÁ0 // A // B // 0ÔÏÞÎÁ, ÔÏ A �= B.9.2. (ìÅÍÍÁ Ï �ÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.) ðÕÓÔØ × ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÓÔÒÏËÉ ÔÏÞÎÙ, Á ×ÓÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ,ËÒÏÍÅ ÓÒÅÄÎÅÊ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ:A1 //

��

A2 //

��

A3 //

��

A4 //

��

A5
��B1 // B2 // B3 // B4 // B5äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É ÓÒÅÄÎÑÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. üÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É �ÒÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌ-ËÉ. ðÒÉ ËÁËÉÈ?9.3. ÷ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅD1 //

��

D2 //

��

0
��A1 //

��

A2 //

��

A3 //

��

00 // B1 //

��

B2 //

��

B3
��0 // C2 // C3ÔÏÞÎÙ ÓÔÒÏËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÓÔÏÌÂ�Ù. âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÏÞÅÎ ÓÒÅÄ-ÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ�?9.4. (ìÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ.) ÷ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅA1 //f

��

A2 //g
��

A3 //h
��

00 // B1 // B2 // B3ÓÔÒÏËÉ ÔÏÞÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Æ :Ker h! Coker f , ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØKer f // Ker g // Kerh Æ // Coker f // Coker g // CokerhÔÏÞÎÁ. 39



9.5. (óÌÏÖÅÎÉÅ âÜÒÁ.) òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÑ M Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÄÕÌÑN (× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 // N i // E � // M // 0 :òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (E; i; �) É (E0; i0; �0) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ E ! E0, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÕ E �
  @

@@
@@

@0 // N i ??������i0 ��?
??

??
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10. çÒÕ��Ù10.1. ðÕÓÔØ X(R) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅ-ÖÁÝÉÈ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ y = x3. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÕÍÍÕ P � Q ÔÏÞÅË P;Q 2 XÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ P É Q (ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÕÀ, ÅÓÌÉ P = Q), ÔÏÇÄÁ P � Q ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊX É �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. îÁÊÔÉ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏ�ÅÒÁ�ÉÉ �. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë ÔÏÞËÅ PÅÓÔØ ÔÏÞËÁ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X(Q) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÏÊ ÖÅËÒÉ×ÏÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ × (X(R);�).10.2. ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��, ËÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË.10.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÒÕ��Å ÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÒÑÄËÁ 2.10.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÅÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ.10.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÇÒÕ��, ÉÎÄÅËÓ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N .10.6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÙÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ?10.7. ðÒÉ ËÁËÉÈ n É k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅk� � SLn(k)! GLn(k); (�; g) 7! � � gÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ?10.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ i-ÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ G(i) ÇÒÕ��Ù G ÎÏÒÍÁÌÅÎ × G.10.9. ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ K C H, H C G, ÎÏ �ÏÄ-ÇÒÕ��Á K ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ × G.10.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄG B G1 B � � � B GN B fegÓ Gi=Gi+1 �= Zni .10.11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù �Ï �ÅÎÔÒÕÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��Ù �Ï �ÅÎÔÒÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ?10.12. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÏÒÑÄËÉ ÇÒÕ�� SLn(Fq ) É PSLn(Fq ).41



10.13. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÏÒÑÄÏË '(n;m) ÇÒÕ��Ù GLn(Zm). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ'(1;m) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ üÊÌÅÒÁ '(m).)10.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÅÄÕË�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ NSLn(Z)! SLn(ZN )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÁÊÔÉ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù SLn(ZN ).10.15. ï�ÉÓÁÔØ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ X 7! CXC�1 ÇÒÕ��Ù GLn(C ) ÎÁÓÅÂÅ.10.16. ï�ÉÓÁÔØ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù O(2; 1) × R3.10.17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÒÕ��Å Sn ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÄ×ÕÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ An?10.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ g1; g2 × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å G �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕ��Õ ÄÉÜÄÒÁ D2jg1g2 j.10.19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ pn ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, Á �ÏÒÑÄ-ËÁ p2 | ÁÂÅÌÅ×Á. (�ÒÕÄÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ paqb, ÇÄÅ p É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ!)10.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ pn �� jGj, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ × GÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ pn.42



10.21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ p2q, ÇÄÅ p É q | ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.10.22. åÓÌÉ p É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É q� 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔ p, ÔÏ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ pq Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.10.23. äÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÇÒÕ��, �ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØ-ÛÅ 60.10.24. äÏËÁÚÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÏ× 185 É 255.10.25. ðÕÓÔØ p, q É r | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ p2qr ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A5.10.26. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á SLn(k) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ,Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ tij(�) = E + �Eij.Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (ÇÒÕ��Ï×ÏÊ) ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Ä×ÕÈ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÊ.×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k | �ÏÌÅ, ÔÏ �ÒÉ n > 3GLn(k)0 = SLn(k)0 = SLn(k);Á �ÒÉ jkj > 3 ÉÍÅÅÍ GL2(k)0 = SL2(k)0 = SLn(k):Ç) ïÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ÇÒÕ��Á SL(2;F3) �ÏÒÑÄËÁ 24 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.10.27. ï�ÉÓÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��Å SL2(Fp).10.28. ðÕÓÔØ p | ÎÅÞÅÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á�ÏÒÑÄËÁ 2p ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Z2p, ÌÉÂÏ Dp.10.29. ëÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ×ÓÅ ÇÒÕ�-�Ù, �ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 11.10.30. ëÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ×ÓÅ ÇÒÕ�-�Ù �ÏÒÑÄËÁ 12.10.31. Á) éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÏÓÔÒÏÉÔØÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SL2(F3) ! S4 É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z2, ÁÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ A4.Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕ��Á SL2(F3) (�ÏÌÕ)�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Z2 É A4?10.32. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÂÒÁÚÙ ÇÒÕ��Ù Q8 × ÇÒÕ��Å S8, �ÏÌÕÞÁÀ-ÝÉÅÓÑ �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÜÌÉ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù S8, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ Q8, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ?10.33. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ SL2(F2) �= S3.10.34. ðÏ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å G �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍ G, Á ÒÅÂÒÁ | ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ. üÔÏÔ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��.Á) ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÇÒÕ��Ù, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ,Ô. Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ.43



Â) éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕ��Ù, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÄ-ÇÒÕ��?×) îÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ �ÏÄÇÒÕ�� ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ ÕËÁÚÁÎ ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� ÉÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÄÇÒÕ�� ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ ×ÅÚÄÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÁÍÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ.éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù?10.35. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×Á�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.10.36. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ�� O2, SO2.10.37. ðÕÓÔØ L| ÒÅÛÅÔËÁ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å En , AutL |ÇÒÕ��Á Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÕ 0 É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ L ×ÓÅÂÑ.Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á AutL ËÏÎÅÞÎÁ.Â) äÌÑ n = 2; 3 ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÔËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÑÄÏË AutL ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.×) ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÎÉÖÎÀÀ É ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÇÒÕ��Ù AutL ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.10.38. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��Zn; Sn; D2n; D2n+1; Q8; A3; A4×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÎÔÒ, ËÏÍÍÕÔÁÎÔ, ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Õ �Ï ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ, Ï�ÉÓÁÔØËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÜÔÏ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ).10.39. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÊ, Á ÇÒÕ��Á An | (n � 2)-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ(n � 2)-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Sn, ÌÉÂÏ An. (äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÅÒÅ×ÅÄÅÎ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ.)10.40. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å X, É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H, ÞÔÏGx \H = feg É GxH = G:�ÏÇÄÁ1) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁGx ÎÁH ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ Gx ÎÁ X;2) ÅÓÌÉ G | m-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ É jXj = n, ÔÏÅÓÌÉ m = 2, ÔÏ n = pk É H �= (Zp)r | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Áp-ÇÒÕ��Á, 44



ÅÓÌÉ m = 3, ÔÏ n = 2l ÉÌÉ n = 3 É G �= S3, Á�ÒÉ m > 4 ÉÍÅÅÍ m = n = 4 É G �= S4.10.41. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ �ÒÏÓÔÏÔÕÇÒÕ��Ù An �ÒÉ n > 5.10.42. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ.üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Gx| ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÇÒÕ��Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ 2-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ.10.43. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G : X ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ É �ÒÉÍÉÔÉ×-ÎÏ, É feg 6= H C G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H ÎÁ X ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÉG = GxH.10.44. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ é×ÁÓÁ×Ù. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á G �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å X É1) G = G0,2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x 2 X ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒGx ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ�ÏÄÇÒÕ��Õ Hx,3) �ÏÄÇÒÕ��Ù Hx �ÏÒÏÖÄÁÀÔ G (ÉÌÉ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x �ÏÄ-ÇÒÕ��Á Hx ÎÏÒÍÁÌØÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ G).�ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á G �ÒÏÓÔÁ.10.45. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ é×ÁÓÁ×Ù �ÒÏÓÔÏÔÕ ÇÒÕ�� PSLn(K) �ÒÉjKj > 4.10.46. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ é×ÁÓÁ×Ù, ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÇÒÕ��Ù A5.
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11. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ11.1. äÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ Ï �ÏÌÎÏÊ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ (ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ù, ÕÓÌÏ×ÉÑ 
har k - jGj).11.2. ÷ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ×ÙÂÅ-ÒÅÍ ÂÁÚÉÓ fe1; : : : ; eng É ÚÁÄÁÄÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù Sn ÎÁ ÂÁÚÉÓÅËÁË �:ei = e�(i), �ÒÏÄÏÌÖÉ× ÅÇÏ ÄÁÌÅÅ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L � V , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÏÍ e1 + � � � + en Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ; �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Wn�1, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉe1�e2; : : : ; e1�en, ÔÁËÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ Wn�1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ, Á ÅÓÌÉ 
har k - n, ÔÏV = L�Wn�1.11.3. íÏÇÕÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊÇÒÕ��Ù ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÔØÓÑ �ÑÔØÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ É ÏÄÎÉÍ �ÑÔÉÍÅÒÎÙÍ?11.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.11.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��Ù ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.11.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÄ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÏÂÒÁÚÕ-ÅÔ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÎÁÄ k), �ÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ, Á ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÕ��ÏÊ ðÉËÁÒÁ Pi
k(G). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Pi
k(G) �= Pi
k(G=G0), Á ÅÓÌÉ�ÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ Pi
k(G) �= G=G0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÓÌÁÂÉÔØÕÓÌÏ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ × �ÏÌÅ k ÉÍÅÅÔ-ÓÑ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ� ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. ï�ÉÓÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ��ÙðÉËÁÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ. ðÏ�ÒÏÂÏ×ÁÔØÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��.11.7. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ V C ÌÉÂÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÒÁÚÌÁÇÁ-ÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: V C = V � �V , ÇÄÅ ÞÅÒÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅ-ÎÉÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏU � V C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U 0 � V ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ U = �U .) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ K=k.11.8. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Zn; D2n; D2n+1; Q8; A3; S4; A4; S3 � S3:46



11.9. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�-�Ù Zn.11.10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÇÒÕ��Ù A5.11.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù S4 ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ�ÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:P = C [�ij j 1 6 i < j 6 4 ℄=(�12�34 � �13�24 + �14�23)�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �:�ij = ��(i)�(j), ÄÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏ-ÓÔÉ É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ (�ÒÉ ÜÔÏÍ �ij = ��ji). òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P2 ÁÌÇÅÂÒÙ P , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÏÔ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.11.12. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�� S3,Zn, Q8, Dn × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ.11.13. ðÕÓÔØ �ÏÒÑÄÏË ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÙG ÅÓÔØ ËÕÂ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÜÔÏÊÇÒÕ��Ù É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × G.11.14. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X. þÅÒÅÚF(X) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X, Á ÞÅÒÅÚ � | ÈÁÒÁËÔÅÒG-ÍÏÄÕÌÑ F(X). ðÕÓÔØ �id | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.Á) äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ âÅÒÎÓÁÊÄÁh�; �idi = (ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ X).Â) óËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ h�; �i ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕ��Ù G × X �X.×) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��ÁG ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁX Ä×ÁÖÄÙ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ.�ÏÇÄÁ h�; �i = 2 () � = �0 + �id;ÇÄÅ �0 | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, Éh�; �i = 3 () � = �0 + �00 + �id;ÇÄÅ �0; �00 | ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.11.15. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, � : G! GL(V ) | ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G.Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G × V 
R ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÎÁÄR ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ × V 
R ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å S2(V ) ÒÁ×ÎÏ 12(�(g)2 � �(g2)). (õËÁÚÁÎÉÅ: V 
2 = S2(V ) ��V2(V ).) 47



×) ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �. Â) �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ × V 
R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ1jGjX 12(�(g)2 � �(g2)) = 1:Ç) ðÕÓÔØ K = EndG(V ) = f f 2 End(V ) j f�(g) = �(g)f 8g 2 G g.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ G × V 
 R ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K 
R| ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ.11.16. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��ÙA5 É ÄÁÔØ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ.11.17. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Ó×ÏÅÍÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÍÕ, ËÏÇÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ �V �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.11.18. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÇÒÕ��Ù G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÏ Ó×ÏÅÍÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÍÕ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . åÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÔÁ-ËÁÑ ÆÏÒÍÁ BV ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ É ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ.11.19. ðÕÓÔØ V | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞ-ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ �. �ÏÇÄÁÁ) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ BV ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÓËÁÌÑÒÏ×R ,! C ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ~V Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ �.Â) ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ BV ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÅ �ÒÏÉÓ-ÈÏÄÉÔ ÎÉ ÉÚ ËÁËÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÏÌÑ ÓËÁÌÑÒÏ× ÄÏ RÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅVRÓ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ 2�. åÇÏ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉ-ÏÎÏ×.11.20. ðÕÓÔØ G| ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, F(G) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ G, f 2 F(G) É T
 | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ
 2 G: (T
f)(g) = f(
g). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÇÒÕ��Ù G ÓÕÔØ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ T
 . îÁÊÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ.11.21. òÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù S4 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒ-ÛÉÎ ËÕÂÁ.11.22. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ�-�Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÕ��Ù Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉ� Q8?48



11.23. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÎÅÞ-ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÁÎÎÙÍ:Á) �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ,Â) �Ï ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ,×) �Ï ÔÁÂÌÉ�Å ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (ÉÍÅÅÔÓÑ ××ÉÄÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ)?ðÏ ËÁËÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ�-�Á?
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12. çÒÕ��Ù É ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ12.1. îÁÊÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��: SLn, On, SOn,Un, SU n, Spn, Aff n.12.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(n)ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅ×ÒÁÝÅÎÏ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù ìÉ SL(n) (��ÒÏÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÏ×ÁÎÏ�).12.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ad(eX ) = eadX .12.4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ2 ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.12.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÏ ÎÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ.12.6. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.12.7. ï�ÉÓÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ�� Z,R, S1.
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13. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ13.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ËÏÓ Bn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÁ ËÁË ÇÒÕ��Á,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ �1; : : : ; �n�1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑÍ �i�j = �j�i �ÒÉ ji� jj > 1,�i�i+1�i = �i+1�i�i+1:ðÒÉ ÜÔÏÍ �i = 1 i i+ 1 n� � � � � �13.2. éÍÅÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� Bn ! Sn, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �i 7!7! (i; i+ 1).13.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ËÁËÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÓÙ: 7!13.4. ðÕÓÔØ R : V 
 V ! V 
 V | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ,dimV = m. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ� : �i 7! 1
 � � � 
R
 � � � 
 1;51



ÇÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ i-Ê É i + 1-Ê ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×V 
N , �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù Bn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ R ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ(R
 1)(1
R)(R
 1) = (1
 R)(R
 1)(1 
R) (QYBE)13.5. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (QYBE):Á) P : x
 y 7! y 
 x,Â) Rq = 0BB��q 0 0 00 q�1 � q 1 00 1 0 00 0 0 �q1CCA,×) ÅÓÌÉ fv1; : : : ; vmg| ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ �Ï-ÌÏÖÉÍ Rq(vi 
 vj) = 8><>:vj 
 vi; ÅÓÌÉ i > j,�qvi 
 vi; ÅÓÌÉ i = j,vj 
 vi + (q�1 � q)vi 
 vj ; ÅÓÌÉ i < j(ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ).Ç) Rp;q = 0BB�1 p �p pq0 0 1 �q0 1 0 q0 0 0 1 1CCAðÒÉ ÜÔÏÍ R1 = R0;0 = P ÉR2p;q = 1; (Rq + q)(Rq � q�1) = 0:13.6. Á) ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÓÕ � ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ � =�i1 : : :�iN . �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ�(�) = �(�i1 ) : : : �(�iN )ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÓÙ �, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÏ t(�) = tr �(�) ÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ËÏÓÙ.Â) ÷ÙÂÒÁ× ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ t(�) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÓ:52



... k ÒÁÚ×) ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ. òÁÚÌÉÞÁÅÔ ÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ t(�) ËÏÓÙÉÚ Bn? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ËÏÓÙ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÚÁ-ÄÁÎÎÏÍ n ×ÚÑÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Rq ÉÚ �. ×) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÉÍ m (ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n)?
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14. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLn(C )÷ÅÚÄÅ ÎÉÖÅG = GLn(C ),T = (C� )n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ,B+, B� |ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÈÎÉÈ É ÎÉÖÎÉÈÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,V | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ G-ÍÏÄÕÌØ,×ÓÅ G-ÍÏÄÕÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ,G-ÍÏÄÕÌØ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ End V -ÍÏÄÕÌÑ.14.1. îÁÊÔÉ ÇÒÕ��Ù ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× (Ô. Å. ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ)ÇÒÕ�� T , B�, G.14.2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ G-ÍÏÄÕÌØ U �ÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÔÏÒÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ T -ÍÏÄÕÌÅÊ U�:U = M�2P (U)U�:íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (�1; : : : ; �n) É ÔÏÇÄÁU� = fu 2 U j t:u = t�11 : : : t�nn u ÄÌÑ ×ÓÅÈ t 2 T g:îÁÂÏÒ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ U | ×ÅÓÏ×ÙÍ,�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U� | ×ÅÓÏ×ÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ |×ÅÓÏ×ÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ U� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ×ÅÓÁ �,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P (U ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÓÏ× G-ÍÏÄÕÌÑ U .îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Zn ×ÓÅÈ ×ÅÓÏ× ××ÅÄÅÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË,�ÏÌÁÇÁÑ (�1; : : : ; �n) > (�1; : : : ; �n), ÅÓÌÉ �1 > �1 ÉÌÉ �1 = �1, ÎÏ �2 > �2ÉÌÉ �2 = �2, ÎÏ �3 > �3...14.3. îÁÊÔÉ ×ÅÓÁ É ×ÅÓÏ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ G-ÍÏÄÕÌÅÊ Vk V , SkV .14.4. ðÕÓÔØ U ÅÓÔØ B+-ÍÏÄÕÌØ É v 2 U | ×ÅÓÏ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÅÓÁ �.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ b 2 B+ ÉÍÅÅÍ b:v = �v + u, ÇÄÅ u ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ,ÌÅÖÁÝÉÊ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ×ÅÓÁ ËÏÔÏÒÙÈÂÏÌØÛÅ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ×ÅÓ ×ÅËÔÏÒÁ v Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÔÏ �ÒÑÍÁÑhvi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ B+-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ. (�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÄÅËÓ �+� × ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÉ B+ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù B+ �Ï×ÙÛÁÅÔ ×ÅÓÁ. ÷ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ B� �ÏÎÉÖÁÅÔ ÉÈ.)54



14.5. ðÕÓÔØ U ÅÓÔØ G-ÍÏÄÕÌØ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁv�, Ô. Å. U = G:v� É B+hv�i = hv�i. �ÏÇÄÁÁ) ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÓ × U ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ � É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ U� ÒÁ×ÎÁ 1;Â) × U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÆÁËÔÏÒ �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.14.6. Á) ÷ÓÑËÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ.Â) îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ L(�).14.7. ðÕÓÔØ !k = (1; 1; : : : ; 1; 0; : : :; 0) (ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÏÑÔ ÎÁ �ÅÒ×ÙÈ kÍÅÓÔÁÈ). �ÏÇÄÁ L(!k) = Vk V .14.8. ðÕÓÔØ H � G | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, U | ÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.ðÏÌÏÖÉÍ IndGH U = C [G℄ 
C[H℄ U:äÏËÁÚÁÔØ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ:HomH�mod(ResGH W;U ) = HomG�mod(W; IndGH U );ÇÄÅ ResGH W ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑW ÇÒÕ��ÙG ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��ÕU . 14.9. ðÕÓÔØ H0(�) = IndB+G (�), ÇÄÅ � | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅB+, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÁË0BB�t1 � : : : �0 t2 : : : �: : : : : : : : : : : : :0 0 : : : tn1CCA 7! t�11 t�22 : : : t�nn :äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H0(�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ B+-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ�ÒÑÍÁÑ É ÅÅ ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ �.Â)H0(�) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ,ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ L(�).×) ÷ÓÑËÉÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ H0(�) ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ ÓÔÒÏÇÏÍÅÎØÛÉÊ �.14.10. åÓÌÉ G-ÍÏÄÕÌØ U ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ�ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ L(�), É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÊ ÆÁË-ÔÏÒ U ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÊ �, ÔÏ U ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÏÄÍÏÄÕÌÀ ×H0(�). 55



14.11. îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÓ � = (�1; : : : ; �n) ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ �1 > : : :> �n. äÏËÁÚÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:Á) ×ÅÓ � ÄÏÍÉÎÁÎÔÅÎ,Â) H0(�) 6= 0,×) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ L(�).14.12. ðÕÓÔØ U =L� U� | ×ÅÓÏ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ G-ÍÏÄÕÌÑ U . òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ËÏÌØ�ÏZ[ e� j � 2Zn ℄, × ËÏÔÏÒÏÍ e�e� = e�+�, É ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ
hU =X� (dimU�)e�:ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ U . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁ) 
h(U 
 U 0) = 
hU 
hU 0.Â) 
hU� =P� (dimU�)e��.×) 
hU = 
hU 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌÉ U É U 0 ÉÍÅÀÔÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ 
h ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ËÏÌØ�Å çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕ��Ù G.Ç) ÈÁÒÁËÔÅÒ 
hU Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Sn-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � 2 SnÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ×ÅÓ � = (�1; : : : ; �n) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ:�(�) = (��(1); : : : ; ��(n))É �e� = e�(�).Ä) L(�)� = L(�w0(�)), ÇÄÅw0 = �1 2 : : : nn n� 1 : : : 1�ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ� × Sn.14.13. ðÕÓÔØ � É � | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ×ÅÓÁ, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0! L(�)! U ! L(�)! 0ÔÏÞÎÁ É ÎÅÒÁÓÝÅ�ÉÍÁ. �ÏÇÄÁ ÌÉÂÏ U ÅÓÔØ �ÏÄÍÏÄÕÌØ × H0(�), ÌÉÂÏ U�ÅÓÔØ �ÏÄÍÏÄÕÌØ × H0(�).14.14. äÏËÁÚÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:Á) ÷ÓÑËÉÊ G-ÍÏÄÕÌØ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ.Â) íÏÄÕÌÉ H(�) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ×ÅÓÏ× �.Â) Ext1G�mod(L(�); L(�)) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ×ÅÓÏ× � É �.14.15. ðÕÓÔØ × V 
N ÇÒÕ��Á SN ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒ-ÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, Á EndSN (V 
N ) ÅÓÔØ ËÏÌØ�Ï ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× V 
N ,�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏEndSN (V 
N ) �= SN (EndV ):56



14.16. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ûÕÒÁ S
h ËÁË (�Ï�ÏÌÎÅÎÎÕÀ) �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ S
h = L̂N S
hN Ó S
h0 = C ;S
h1 = EndV;S
hN = EndSN (V 
N );Á ÁÌÇÅÂÒÕ M ËÁË �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ M = LN MN Ó MN = SN ((End V )�).ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁÍÉ É ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ S
h1 É M1 �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏÓ�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ S
h É M, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÂÉÁÌÇÅÂÒ(ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × S
h �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × M É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).14.17. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×Ù-ÍÉ End V -ÍÏÄÕÌÑÍÉ É �ÒÁ×ÙÍÉ M-ËÏÍÏÄÕÌÑÍÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ End V � U ! U Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅU� ! U� 
 (End V )�. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ-ÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÔÁ ÏÂßÅËÔÏ× ÜÔÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.14.18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ CSN �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ, �ÏÜÔÏ-ÍÕ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ S
h. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ G-ÍÏÄÕÌÉ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙ.14.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) L(!n)
m 
H0(�) �= H0(�+m!n).Â) G-ÍÏÄÕÌØ H0(�) �ÒÉ � > 0 �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ.×) G-ÍÏÄÕÌØ H0(�) �ÒÉ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÍ � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ �ÏÌÎÁÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ×ÓÑËÏÇÏ G-ÍÏÄÕÌÑ. ÷ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ.14.20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ F ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å �ÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× × V �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ�I = �i1;:::;ik , 1 6 k 6 n, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ I É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÅÒÉÉ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ ðÌÀËËÅÒÁ:XK�I;l(K)=s �((I �K) �K)�L�(I�K)�K�J = 0;ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ× L; I; J É ÞÉÓÅÌ s ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ l(I) > s É l(L) ++ l(I)� s > s+ l(J). úÄÅÓØ I; J;K; L | Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ,l(I) É Ô. Ä. | ÄÌÉÎÁ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ, I �K �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ I ×ÙÞÅÒËÉ×Á-ÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ K, K � J = (k1; : : : ; ks; j1; : : : ; jt) | ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÑ57



Ä×ÕÈ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ×, ÎÁËÏÎÅ�, �((I�K)�K) ÅÓÔØ �1 × ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁ×ÎÏÊÞÉÓÌÕ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ × ÎÁÂÏÒÅ (I �K) �K.14.21. ðÕÓÔØ � = (�1; : : : ; �s) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n, Ô. Å.�1 + �2 + � � �+ �s = n É �1 > �2 > : : : > �s > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F��ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × F, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ×ÉÄÁ �I1 : : : �Is 
 l(Ik) == �k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÁÌÇÅÂÒÁ F ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ n, Ô. Å. F =L� F� É F�F� �� F�+� .Â) F(k) �= Vk V É F(1;:::;1) �= SlV (ÅÓÌÉ l((1; : : : ; 1)) = l) ËÁË G-ÍÏÄÕÌÉ.14.22. Á) ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ F ÅÓÔØ G-ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ (ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÇÏ �ÏÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ)g:�I =XJ jgJI j�J ;ÇÄÅ jgJI j ÅÓÔØ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉ�Ù g, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚI É ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ J .Â) ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ F� ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ, Ñ×ÌÑ-ÀÝÉÊÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ × H0(�t), ÇÄÅ �ti ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �j ÎÅ ÍÅÎØÛÉÈ,ÞÅÍ i. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, L(�) �= H0(�) �= F�t �ÒÉ � > 0.14.23. óÈÅÍÏÊ àÎÇÁ Y (�), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ � ÞÉÓÌÁ n, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f (i; j) j 1 6 j 6 s; 1 6 i 6 �j g:�ÁÂÌÉ�Á àÎÇÁ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : Y (�)! f1; : : : ; ng. �ÁÂÌÉ�Á àÎ-ÇÁ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ × ÅÅ ÓÔÒÏËÁÈ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÔ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï), Á × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ | ÎÅ ÕÂÙ×ÁÀÔ (Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ). íÏÎÏÍ�I1 : : :�Is ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÁÂÌÉ�Á àÎÇÁ ÓÏ ÓÔÒÏËÁÍÉI1; : : : ; Is ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ×ÙÂÉÒÁÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Á-ÒÁÍÅÔÒÙ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ðÌÀËËÅÒÁ, ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÍ ×ÉÄÁ �I�J ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×. ó �ÏÍÏÝØÀÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏËÁÚÁÔØ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ F �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉÍÏÎÏÍÁÍÉ. îÁËÏÎÅ�, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÌÀËËÅÒÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÕÔØÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ F.14.24. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ àÎÇÁ, ÎÁÊÔÉ dimL(�)ÄÌÑ G = GL3 �ÒÉ � = (5; 3; 2), � = (4; 2; 1).14.25. òÁÚÌÏÖÉÔØ V 
3 × ÓÕÍÍÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ G-ÍÏÄÕÌÅÊ.58



15. äÏ×ÅÓËÉ15.1. Á) éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SL(2;F3) ! S4 É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z2, ÁÏÂÒÁÚ ÅÓÔØ A4.Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕ��Á SL(2;F3) (�ÏÌÕ)�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Z2 É A4?15.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÇÒÕ��Ù Q8 × ÇÒÕ��Å S8, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ�ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÜÌÉ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ×ÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù S4, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ Q8, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ?15.3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ SL(2;F2) �= S3.15.4. ðÏ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å G �ÏÓÔÒÏÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍ G, Á ÒÅÂÒÁ | ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��.Á) ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÇÒÕ��Ù, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ �ÏÄÇÒÕ�� ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ,Ô. Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ.Â) éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕ��Ù, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ?×) îÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÕËÁÚÁÎËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� ÉÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÅÚÄÅ, ÚÁ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÁÍÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÜÔÉÇÒÕ��Ù?15.5. ðÕÓÔØ � : sln ! gl(V ) ÅÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sln. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × sl(V ).
59


