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��x�X

ordz�x log� f9z: 	 n��

����� �� #�� ������ R �   �� ��	������ ����$�% n 	 ���������

�����	���
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jzj�R

jf �N�9z:j 	 n���	n������	�X�
�N �

���������	����� E�	����

g9z: � f9z:z��n��� �9z � log �:�N � � � � � 9z �X log �:�N

����� ���%�� �����	���� ���$�		���� � ��,�� ������������%�� ���
���"� ����"��=�		�� ����� ��	����� .����	�� � ���# ��	���� ���	���
���������� .���% n ������� 
�� RR 1 	

p
n� ���"�

max
jzj�R��

jg9z:j � max
u�

p
n
jg9u:j�
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jzj�R��

jf9z:j �

� max
juj�pn

jf9u:j � max
jzj�R���
juj�pn

�����
�
z

u

��n���� � z � log �

u� log �

�N

� � � � �
�
z �X log �

u�X log �

�N
����� �
9�:

.����# ���	�,����% � �����# 
���� 	� ������/�"�� n�n��ne���j�j�n���

9"��% n� + 
���� ��������/ � 91:� n��n + ���/	�� ���	�� "�� �����
�����	��� akl:� � "�� ��$��� � �  �����# ���	�,����% 	� ������/�"��

n���������n����XN�

��� $��%5�/ n� 4���"�

M � n���	n������	XN � 9B:

S�����

f �N�9z: �
N �

��i

Z
j	�zj��

f���d�

�� � z�N��
�

������� "�� ��$��� z c jzj � R �����

jf �N�9z:j � 9N D:M � NNM � n�NM�

� � 9B: ���"��� �����,"�	�� ������ �

P ����� � ��������� 
�� ��� $��%5�/ n �����	�����

jf �N�9x log�:j 	 n���	n����mm�m�N � x �  � � � � � X� 93:

�����% ����	���� ���	�� �	�� 	� f �N�9x log�:� 	������������ � 93:� -��
���	�� ��	���	� 	� ���"����# ������

?����� "��	�# �	���
��	� P ����� ��"���# ��� ���������	����
4$�	�
�� "��	� �	���
��	� P 
��� L9P :�

����� �� ��	�� ��� � � � � �s � ����������	
�� ��	�� 	�� ��& 	����

���	���� m�� � � � � ms� ����� 	���	����� ��
��  �����������  ��

	����� C � C9��� � � � � �s:� ��� ��� ������ �������� P 9x�� � � � � xs: �
�Z6x�� � � � � xs8 ���� P 9��� � � � � �s: �  � ���� �� �����	� jP 9��� � � � � �s:j �
� L��m��


�msC�d� ��� d � L � 	������	���� 	�� �� � ���� �����

���� P 9x�� � � � � xs:�

���������	����� .���% a+ ����� 	������%	�� 
����� 
�� ��� 
����
a��� � � � � a�s ����� ����$���
������ ���"� ����� ����$���
����� �����
���� � � � adP 9��� � � � � �s:� .��"����,��� 
�� � ��  � >�	����%	�#
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��	 B9x: 
���� � ����� ����� ���������	��� .���%

B9x: � xn R bn��x
n�� R � � �R b� � 9x� ��: � � � � � 9x� �n:�

�"� � � ��� ���"�

j��� � � � � � �nj � jb�j � 1� 9M:

.���% �i�� � � � � �imi + 
����� �����,�		�� � ����$���
����� 
�����
�i 91 � i � s:� C� � amaxi�j91� j�i�jj:� ��,"�� �i �����,�	� � � � �����
��" adP 9��r� � � � � � �srs:� �������

j�ij � jadP 9��r� � � � � � �srs:j � Cd
�L� 97:

P 9M: � 97: ��������

1 � j�j � j�� � � � � � �nj � adjP 9��� � � � � �sj9Cd
�L:

n���

��� ��� n � m� � � � � �ms� �� � ����� 	�����	���� ���"��� �����,"�	��
����� � C � aCm� �


�ms��

� � �

.� ����"���	�� 
���� N 	�#"���� ����� ����� x�  � x � X � 
��
f �N�9x log�: ��  � ��� ���

f �N�9z: �
n��X
k�l��

akl9k R l�:Ne�k�l��z �

��

f �N�9x log�: �
n��X
k�l��

akl9k R l�:N�xk9��:xl � P 9�� �� ��:�

�"� P + �	���
��	 � ������ ���������	����� .�� ����

L9P : � n�n��n9�n:N � degP � N R �nX�

P ����� B ����
���� 
�� ��� "������
	� $��%5�/ n

f �N�9x log�: � P 9�� �� ��: � 9L9P ::��mm�m�C�degP �

� n���n9�n:N���mm�m��C�N � n���n�mm�m�N �

.�� $��%5�/ n ��� ���������
�� 93:�

4������� ��������% ��	���� f9z: �
Pn��

k��

Pn��
l�� akle

�k�l��z � ������


�� ordz�� f9z: � 6n	��8 � jaklj 	 n��n�

����� � 9T����%:� ��	�� aij �Z� jaij j � A�  � 9x�� � � � � xq: �

Li9: �

qX
j��

aijxj � 1 � i � p� p 	 q�

����� 	�	���� ������&

Li9: �  � 1 � i � p
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����� ������� ��$��� 9x�� � � � � xq: �Zq� ��� 
������� maxj jxjj � 1 R

R 9qA:p��q�p��

���������	����� G��������� 	�5� ������� ��� ��	�#	�� ����	��
	�� L9: �  � �"� L � 9L�� � � � � Lp: + ��	�#	�� ���$��,�	��Zq �Z

p� S��
������� ������ ����,����%	��� 
���� B �$�	�
�� 
��� Zq9B: �	�,����
�� ����/ ��������  � Zq� 
�� jj � maxj jxjj � B� ���"� L ���$��,���
Z
q9B: � Zp9qBA:� &���� �����	��� � Zq9B: ���	� 9�B R 1:q� ?�#"�� 	��


�	�� B� "�� �������� ���������� "�� ����
	�/ �����	�� � � �Zq9B:�
������/ �"�	 � ��� ,� �$�� L9: � L9�:� S�� ����� "������
	�� 
��$�
�����	����% 	�����	���� 9�B R 1:q � 9�qBA R 1:p� -�� 	�����	���� ���
���	����� ��� B � 691R9qA:p��q�p�:��8� ��� ��� ���"� �BR1 � 9qA:p��q�p�
� 9�BR1:q�p � 9qA:p � 99�qABR1:�9�BR1::p� @ ��
����� ��5�	�� 	�5�#
������� $���� ������  � �� "�� �������� j � �j � �B � 1 R 9qA:p��q�p��

�

����� �� ��	�� � � ����� ����������	
�� ��	���

�m � bm���
m�� R � � �R b�� R b�� bj �Z� jbj j � B�

'	�� k � l � ������������� ����� ��	��� �  ����	%������ n� �� ���
�	�
��� ���������� t

9k R l�:t � cm���
m�� R � � �R c�� R c�� cj �Z� jcj j � 9B R �:tnt�

���������	����� S�� 	�
��� ������� 
�� "�� ������� 	������%	��
�� t �����	�����

�t � bt�m���
m�� R � � �R bt��� R bt��� bt�j �Z� jbt�jj � 9B R 1:t�

-�� ���	� ��� t � m� � ����	����

�t�� � bt�m��9bm���
m�� R � � �R b�: R bt�m���

m�� R � � �R bt���

�������� �"����% ����/�" �� t � t R 1�

�����% � ����	����

9k R l�:t �
tX

s��

Cs
t k

t�sls
m��X
j��

bsj�
j

���"���� 
�� ���������	�� ��� �j 	� ������/�"��

tX
s��

Cs
t k

t�sls9B R 1:s � 9k R l9B R 1::t � 9B R �:tnt�

�

K 	�� ��� ������ "�� ����5�	�� "�������%���� ������� C��%��	�
"� Q I	�#"���� >� ��,�� �
����%� 
�� � + ����� ����$���
����� 
�����
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P	�
� k� �������� ����� ����$���
����� "�� 	��������� ������ k �  �
� ���� �� "���,��� 
�� �k� ���	���	"�	�	�� �� ������ ,� � �� �

>� /���� ��������% 	�	������ ��	����

f9z: �
n��X
k��

n��X
l��

akle
�k�l��z

� ���������	���� akl � Z� ������ 
�� jaklj 	 n��n � f �t�9 : �  �  � t �
� 6n	��8� 1� ��� ���

f �t�9 : �
n��X
k�l��

akl9k R l�:t �
n��X
k�l��

m��X
s��

Bt�k�l�s�
sakl�

	�� 	�"� 	�#�� ����
����		�� ��5�	�� ������� ��	�#	�/ ����	�	�#

n��X
k�l��

Bt�k�l�sakl �  �  � t � 6n	��8� 1�  � s � m� 1� 9A:

��������# � p � m6n	��8 ����	�	�# ��	������%	� q � n� 	������	�/
akl� .� ����� M

jBt�k�l�sj � 9B R �:tnt 	 n��n
���

9�� ������%������% ���� 
�� t 	 n	��:� ;�����	� ����� 3� ������� 9A:
����� ����� 	�	������ ����
����		�� ��5�	�� 9akl:� 
�� ��� 
���� akl ��

��"��� 	� ������/�"�� 1R9qn��n
���

:p��q�p� 	 n��n
���n�����n��m�n����� 	 n��n�

-�� ����5��� "�������%���� ������� C��%��	"� + I	�#"����

��� ���	����� ���	������� ������� �� ���	� �
����	��� ��������� � �	����

'�� C�	��/���
 I	����%��	 ��"���� � �	���� 1F M ��"� � C������
��� �	 ���,�� "� 17 ���� 4��� ��� $�� �
������ �������� �����

'�� C�	��/���
 �
�	% ��	� �$	���,�� ��"������� �����$	����� 4	
�������� ����� ���/�� � 1� ��� �����������%	� ���5�� ���� �����	����
	�# ����������� @ ��
�	�� 	�����%��/ ������� ���%
�� ������� ������
��������
����� ����� "�� ���	
��5�/ ���"	�� 5����� ��� 	� 	���
�$����� �	���	�� �����"������%� ������# "�$���� ����� 
��$� ���%�

��� 	�������� � >����� "�� ���"��,�	�� �$�����	���

@ 1M ��� �	 �����$���� ���� ���� � �����������%	�# ��$���� ;�����	�
�"	�# � ����	" 9������� ����"� �������,"��� ,�	�		�# ���% ��"��
������� 
�������:� �	 ����/�� � >����� � 5���	�"�������	�� �����
��� ��������% � >��������# �	���������� ������ � ��$�# �����		��
� 5���%	�# �����"� 9	� �,��	�# $����� + "����# � �� ���"	�� ���
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��� I	����%��	� �����	�� ����� �����

4��	
�� K	��������� � "�� � ������	�# ��"�� I	����%��	 ������
��� � ������	���� (P	������� ���������� � ��/�	��� .������ >CK)�
4	 $�� �
�	���� ?������ ?��������
� '��	�� '���% H��	���
 �����
��	��� 
�� '��	� 9�����"������ ����		��� � 	�������# ���� � �����
��
����� ���������� ����: ������ ����	���� ��	� 
�� � 	��� ���"�� �	�5�
9(� ���� ,� �	���	��� "�		���)� 
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��	� '��	 ������	�� ��� ��� �����	�� 	�$��� K��� I	����%��	 ����
$���� ��	��	���� 	� ��5��� ��5�	�� �=� ���5���% ,"��% "� 7 �/ ��"���
���"� �=� ������ .�� ���	�

;��� ����� ���
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��
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�  ��	
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�������
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	� $��%5�/ 	�
=��	�/ 
�����: ?� ���$�� 	�
�	�� ����
	� ��� ���� ���"���������� ��$��� 
���� �����# ����	�
�		��� 
����
������/ 9��� $����� 
�� � ������ I	����%��	� 
���� ��������/ ���	��
�����% � 	�����%�� ����	 ����
:� � �����$��	�# � �
�	% �����	��%	�#
����"� � �����%� �������� �"����% �"��	��% ��� � �	�,����� "����/
���$���� >� ������,�� �$ ���� ����"� 	�,��

@ 1FB1 ��"� I	����%��	 $�� ����	"�����	 � ���	��� 	� ��� ������
� ��� ���� �����	�# ����/� 4	 ��$���� 	�������� ����� � C����	��	� +
>���� ���������� ���� �����	�� �"� ,�� � ������ � �� ���� ������#
C��%$���� 9I	����%��	 ����	���� �	���� ���"� 	� ���%�� ������ ���
	���	��%	��� ����%������� 	� � ���� 
�� (walked barefoot through the
streets of G=ottingen) + ������������ $������ �� ������ C����	��	�� +
��� ������ ��	���	� G�" � �	��� � ����	���: !�� $��� ���"��,�	� 	��
�����% ��	������� "�� ������,	��� 	�������� �"����%����� 	� �����
	� "�	� $��� ����������%��< � C����	�� ���5�� ��5�����

@ 1FBB ��"� I	����%��	 $�� �$��	 
��	�����������	"�	��� H��"��
��� 	��� ;;;G�

@ 1FB3 ��"� .�����	�� >���������� ��������
������ �$������ ����
	��� ��5�	�� � �����"�	�� �����# >��������# 5���%	�# �������"� ��
����������� @ ���������� �� �����"�	�� �������"� ��5�� '� C�I	��
���%��	� 4	 $�� �"	�� � �	��������� I���%	��� ��������
������
���,�� ��� >CK 9	���"� � '�����	���� � C��%��	"��:� ���"� ,� ����
������� � �����"������� "�� ��� � ����� �� ��������	%�� 
����� ����
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��� � �	���������� "�� 5���%	����� P �	��� I	����%��	 $�� �"	�� �
����	������� ���/ �����#� 4	 ���
����� � 
���	����� ������ �� �	����
���	�# ���������� �� ������ ������

4"	�� � �����/ I	����%��	 ���� ���%���������% � >����� ������
��� ���������� 4	 	������ ���
����%	�� ��$��� �� �����,�	�� ���
�����# ��������� � ������ 	����
5��� ���$��,�	�� 9���$������		��
�������	�:�

!�� �$ �"	�# ��$��� I	����%��	� 	�"� �����% + � ��� ����%� 9	��
����		�# �������	� � '� ;�.�	�����	��:� ������=�		�# �����
������
����"���	�� �����	����� -�� ��$��� ������ ����	�� 	� ����$����
��	������ ���	������ ������������ ;���%� .�	�����	� � I	����%��	�
������	� � ��
����� �����,�	�� � �������� ������"� (������ ������
	����) C�����
� � @����	��

'�� C�	��/���
 �
�	% "��,�� � '�����	����� C��%��	"��� C��%��	�
"��� >	���� ������	��� � 	=��� ��� � ��
	���� $��%5��� ���5��$�� 
��
������ ������ � "������	��� ����5�� ����� �	������		�� �	���������
��%	�� ������� 
������� �������	��� 	�$��"����%	��� �"�/������		��
� �
�	% �$�����%	���

0�	% ��� �$�������% �����
����< �3 ��	��$�� 1FB2 ��"� �	 ����	
��
� ��$�#� �� ��"� ����5��� ������	��� � ��� 	�� "���"����% �������% 	�
��� ����� �������� ���� 5�� '%�� C�	��/���
� � �������� $������ ���
�� �����	�< �	� ��������� 
�� '�� C�	��/���
 ����� � ���� ��	�� ?�@S
�� �����5��5��% ������ ��5�� ����	
��% � ,�	%�� J��% ��,��� ����	�
���������� ���"� ������ � ��"�#� ,������/ �	��% ����"�� "�$������
"� ��/���� �CJ�

H �����% ������,�� 
��% ��"��$	�� � �������/ I	����%��	�� ?��

	=�� � �,� �����	��5����� ����%���� � �	�5����# �����"��

������� � �� ��������� �
��% � ��	�� 	"��� S�  �
���� ����

�� ���
����� ����	������ ����� ��� �� �% 	�������  ��� ����

 ���� 9�� �� �����������  ������ �����% ����
:�

P	��� �������� ���� ����� S� ���������% � ��� ������ �� 	�#"����
���� �"	�����	�/ �	����"��� I	����%��	 "����� ���� ������� � "��
���� �������%	�# �����	����< �	�� n������ 	"��� Sn ��	
��$�� �

n R 1 ������ 9�� ��  �
���� ���
����� ����	����� F�� � � � � Fn��:�
�� �&���	�  ��� ��������% ��� �����

������� I	����%��	� ��������	�	� "����# �������� ������� "����
��� � ���"����� ��"� ���%���� ���������� �� J����� � ;� K���< �	��

�� ���������� f 	"��� Sn � ��
������  ��	���	��� Rn 	
�������

�
������  ��� ��� ����� P	��� �������� 	�#"���� ����� x � Sn�

�� f9x: � f9�x:� 9@�� ���$��,�	�� "��% � "���� ���"���������� 	��
������	����: !�� �"	� �������	�	�� ������������ ������� J������ Q



�� ����������	�
� �� ���������

K���� ������< � 	���	����� ��+����� ���������� f < Sn � Sn���

.�� ���� ���$��,�	�� f 	�������� 	�
=��	��� ���� f9�x: � �f9x:�
.���,��� ��� ������� ������� � ��������� ����� � ������� J���

���� Q K����� .���% F�� � � � � Fn�� + ���	���� ��"�	�,����� ����� Sn�
�$U�"�	�	�� ������/ ���	� Sn� ?�� 	�"� "�����%� 
�� ��� 	��������
i� 1 � i � nR1� �	�,����� Fi ��"��,�� ���� �	����"��� !��� ����������
��
�� x� ���	�"��,���� ���� �	�,������ Fi� �� ��� ��	�< 	�������� Fi
��"��,�� ���� �	����"�� x� �x� .��"����,��� 
�� F�� � � ��Fn�� ������
S�� ��,"��� x � Sn ����% fi9x: + �������	�� �� ��
�� x "� �	�,��
���� Fi� ���"� fi < S

n � R+ 	�������	�� 	����������%	�� ��	����� �
fi9x: �  ���"� � ���%�� ���"�� ���"� x � Fi� ;�����	� 	�5��� ���"���
��,�	��� ��	���� fi� 1 � i � n R 1� 	��"� 	� �$�������� � 	��% �"	��
�����		�� ������� ��	���� h �

Pn��
i�� fi ���"� ����,����%	�� .���,��

gi � fi�h� 1 � i � n R 1� � G9x: � 9g�9x:� � � � � gn9x::� ���"� G < Sn � R
n +

	�������	�� ���$��,�	��� .����	�� � 	��� ������� J������ Q K�����
	�/�"�� ����� x � Sn� 
�� gi9x: � gi9�x: ��� ��,"�� i � 1� � � � � n� ���
��� gn�� � 1 �Pn

i�� gi� ����� ���,� gn��9x: � gn��9�x:� !��� i �������

�� x � Fi� �� gi9�x: � gi9x: �  � ��� 
�� Fi ��"��,�� ���� �	����"�� x
� �x�

&�� �������� ������� J������ Q K����� �� �# ��,	� ���"��% $����
���%	�� ������ �����%�� ��	���� �����	� ���$��,�	�� ����� � ��$�<

������� &���'��� (	�
�� ��+���� ���������� f < Sn � Sn ����

�� ��+���� 	�� ���

4���"� ���"���� 
�� �	�
�� ���������� f < Sn � Sn �+���& 	���

 �� 	
�������  ��� ��� ����� S�#�������%	�� ���� ���$��,�	�� f 	�
��������� �	����"��� �� ��� ��,	� ���"�����������% � 	�
=��	�� ����
$��,�	��� � ��� 	�������	�# "��������� �����	% ���$��,�	�� 	� ���
	������ S��������� ��,	� ����������% ���< "�� ��,"��� x � Sn ��
��
f9x: � f9�x: ���	����	� "�������� � ��	�� �����	� �� "��� $��%5���
������ ���� �	� 	� �#��� "��������%	� �����������,	�� �������

4$U��	�� �"�� "�������%���� ������� J������� ?�
=��	�� ���$���
,�	�� f < Sn � Sn �����"�� � ���$��,�	�� g < RPn � RP

n� �"� RPn +
��������		�� ��������	�� �������	����� ����
������� � ����� Sn ����
,"������	��� �	����"��� S�� ���$��,�	�� g ����"���	� �����	% �� ���
"��� �� !��� g ���"��� �� ��� �����	% �����"��� � 
=��	���%� 
���� ����
�$���� ��
�� �$���� ����,�	��� !��� Xg��9p: � k � ��
�� p � RP

n

���"���������� ����# �	����"�� x��x 	� ������ �� X9f��9x:�f��9�x:: �
� �k � Xf��9x: � k� ��� 
�� f � g ����� �"�	������ �����	� �� ��"��� ��
?�� 	�"� ����	����%� 
�� g ����� 	�	������ �����	%�

T���	���� ������ � RPn $����� "��/ ������< �$��� ���	���/
�����/ 	� ����� � �$��� �����/� ���"�	����/ �	����"�� ������ ����
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���� ����� ����� $��% ���	��� � ��
��� ������ ������� ����� 	��� 4���
$��,�	�� g ������"�� 	������������ ������ � 	������������� ��� ��� f
������"�� ������ � �	����"��%	��� ��	���� 	� ����� � ����� ,� ����
���� ����� �$����� ��� ���"���� � ���"������ �����,"�	��< �	�
��
���������� RPn � 	����  ���������� �	���������� 
����� � �	���

��������� ����� ��+���� 	�� ��  � ������ ��

; ��,"�� �������	�� �	����$����� X ��,	� �����% ��� 
�����

 ���	����&  � ������ �� -����	���� ����� ���%�� 9�$�	�
�� ��� 
��
�� A9X:: ���,�� ������ ��������
	�/ ������ �� ��"��� �� � ��	�,��
	�� ������������� ������
�	�� ������� 	�/�"���/�� � �$��� ����,�	���
4��$��,�	�� h < X � Y ��,"� �������	��� �	����$������ ����
��
�� ���������� ����� h� < A9Y : � A9X: � ���������� �""����	�/
����� h� < A9X: � A9Y :� -�� ����������� ��,	� ���"�������% �����
�������		� ��� ����/�" � ����$��� ��� �$��� ������ C���������� h�
� h� ����	� �������#

h�9h�9�: � : � � � h�9: 9� � A9Y :�  � A9X::� 92:

.���% �����% X � RPn � A � A9X:� S�� ��,"��� k �  � � � � � n �������
���%�� �"�	 	�	�����# ����� k����	�/ ������ � RPn� ���"������		�#
��"�	����$����� RP

k � .������ ���%�� A ������� � �n�� �����	���
��"�

Pn
i�� aix

i� �"� ai �Z��Z�x ������������� �������������� �RPn� � xk

������������� ��"�	����$���� RP
n�k �������	���� k� @ 
���	�����

xn�� + ����� ����,	���� RP��

.��"����,��� 
�� h < RPn � RP
n ������"�� 	������������ ������

� 	������������� ���"� h�9xn��: �������� ������� 	�����������# ����
��# h9RP�:� ��� 
�� h�9xn��: � xn��� .���,��  � xn��� � � x � ����
��	�� ������� 92:� .����� 
���% � � h�9: � x � xn�� � xn ����
	� ��
	���� ;��"������%	�� h�9�: � h�9x: ����
	� �� 	��� + �	�
� ����� 
���%
h�9h�9�: � : $��� $� 	�����#� ����� h�9x: ���"���������� ������ �����
���	���� 1� .�����%�� ���� ����� 	�	�����#� "��,	� $��% h�9x: � x�
��� ��� ���%�� A ����,"����� �����	��� x � h� < A � A + ���%���
��# ����������� �� ���� ���������� "��,�	 $��% ��,"�����		��� @

���	����� h�9xn: � xn� ?� xn + ��� ����� ��
��� � �����"	�� ����	����
�	�
���� 
�� h ����� 	�
=��	�� �����	% �� ��"��� ��

(���� ������	���� � ���������� ������ $����� .���% A � B +
"�� �	�,����� 	������%	�/ 
���� 9	������%	�# ��" N $�"�� �
����% 	��

�	������� � �"�	���:� *����& A � B �$�
	� 	�������� �	�,�����
A R B 
���� ��"� a R b� �"� a � A� b � B� ?�� $�"�� �"�$	�� 	�����%
�����# A � B �	�,����� A	B � 9ARB:�A�B� ����
�		�� "�$����	���
� AR B �����	��� �	�,���� A � B� ;��,��� 
�� �	�,����� A ��������



�� ����������	�
� �� ���������

����	�� 	������%	��� ��"�� ���� k�����	�� ����� A	 � � �	A ��� 	������
��� 	������%	�� k �����"��� � 	������%	�� ��"��� ?�������� ���� A +
�	�,����� ���/ ���"������ �� A + $���� ������%�� A	 A 	 A 	 A � N
�� ������� '����	,�� .���% P + �	�,������ ��������� � ���/ ����
���/ 
���� � �"�	���� *������� �� P $�����V .���,����%	�# ����� 	�
���� ������ $�� ������� ����
�	 I	����%��	��< P ������	� ����	���

G�����,�� �$ ��	��	�# �"�� "�������%�����
;����� ���"��� ���"�� I	����%��	�� ��	����  ����	�� �	�,�����

A 	������%	�/ 
����� S�� ��,"��� n � N ����% A9n: + 
���� �����	���
�	�,����� A 	� ������ 61� n8� ?�����  ����	��� d9A: �	�,����� A
	�,	�� ���	% 
���� ��"� A9n:�n �� ���� n � N� ����� �$����� �����
	���% + ��� 	��$��%5�� � ������ 
�� A9n: � �n ��� ���/ n� I	����%��	
"�������� ���"����# ����%���<

������� �� (	�
�� ����	��� ��������% ��	��  ����������&

 ����	�� ������	� ����	���

-�� ������� 	��%� 	������"����		� �����	��% �� �	�,����� P ����
���/ 
���� � "�$����		�# �"�	���#� ������%�� �	� ����� 	������ �����
	���%� 9&���� �9n: ������/ 
����� 	� ������/�"���/ n� ������ ���
n� logn< ��	�5�	�� �9n: logn�n ��������� � �"�	����: 4"	��� I	����%�
��	 ����	����� 
�� P 	 P ����� ����,����%	�� ����	���%� ����"� ���
������� 
�� P �������� $������ 4������� �������� ������� ��"��,��
�� P 	 P ��� 
=��	�� 
���� 9��� �����	� ������� -#����:�

S���,�� ������� M� 4	� �������� � ���"����/ ���� 1 � ��

����� �� '	�� A�B 
 N � d9A: R d9B: � 1� �� A	B � N�

���������	����� T���������� n � N� !��� n � B� �� n � A	B� !���
n �� B� �� ���������� "�� ��"�	�,����� ������ 61� n8< fa � A < a � ng �
fn � b < b � B� b � ng� 4	� �$��	� ���������%��� ������%�� � ������ �
	�/ 	� ��	%5� n �d9A: �����	���� �� ������ 	� ��	%5� n �d9B: �����	���
� n � d9A: R n � d9B: � n� ;��"������%	�� a � n � b ��� 	�������/ a � A�
b � B� ����"� n � A	B� �

����� �� #�� ����% A�B 
 N ����� ��	�� �����	��� ,������

���<

d9A	B: � d9A: R d9B:� d9A: � d9B:�

���������	����� .���,�� C � A 	 B� � � d9A:� � � d9B:� T�����
������ n � N� ?�� 	�"� ���	��% �	�� 
���� C9n:� .���% a� 	 � � � 	 ar +
��� �����	�� �	�,����� A � ������ 61� n8� �"� r � A9n:� 4����� 61� n8
��$������� 
������ a�� � � � � ar 	� rR1 ������� 9	�������� � 	�/ �����
$��% �������: "��	� l� � a� � 1� l� � a� � a� � 1� � � � � lr�� � n � ar� ���
���� k�# ������ ��"��,�� � �lk 
���� � C< ��� k � 1 ��� 
���� ��"�
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���� � B� ������� � l��
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����� ���	��

C9n: � r R � �
k�r��X
k��

lk � r R �9n� r: � 91� �:r R �n � 91� �:�n R �n�

�	�
������ 
�� d9C: � 91� �:�R � � �R � � ��� �

@���"�� ������� M � ���� 1 � �� ?�����	���� ����� � ��,	� �����
�����% � ��"� 1�d9A	B: � 91�d9A::91�d9B::� @ ����� ��"� �	� �������
����	����� 9�� �	"�����: 	� ��$�� 
���� ��������/< 1�d9A�	� � �	Ak: �

�
Qk

i��91� d9Ai::� .���% �����% A + �	�,����� ����,����%	�# ����	��
��� � Ak � A 	 � � � 	 A + ����� k ��������/� ���	�/ A� .��"�"����
	�����	���� ���������� 
�� d9Ak: ��������� � �"�	��� ��� �������	��
k� .���% k ������� 
�� d9Ak: � 1��� P ����� 1 ��������� 
�� A�k � N�
����� �$����� A �������� $������ ������� M "����	��

.�� ������ �� n � N �	�,����� Wn � f1n� �n� � � �g ���/ n���/ ����
��	�# �������� $�����V -�� + ��� 	��������  ������� (������ 4	�
$��� ����,����%	� ��5�	� C��%$����� � 	�
��� ����� G�5�	�� �������%
���%�� ���,	��� ������� M �������� ����
��% "����� ��5�	��< "�����
��
	� ����	����%� 
�� k�����	�� ����� Wn 	 � � � 	 Wn ��� $��%5�/ k
����� ����,����%	�� ����	���%� -����	���	�� 9/��� �
�	% 	��������:
��5�	�� ���$���� @���	��� ��	���		�� 	� ����"� I	����%��	�� ��,	�
	�#�� � �	�,�� L�	
�	� 6M8�

@�� 
�� ��5�� L�	
�	 6M8 � ���� � �����# � 9�������� � �������	��
���:< (4��	%� 1FB1 ��"� '� C�I	����%��	� ���������� � ����/ $���"�/
� '�	"�� � C����	��	�� ���$���� 
�� �	� ����	����� ���"����# �	������
	�# ����< "�� ���/ ��������� ����� �� �"������% ���"����%� 	�����	����

d9A	 B: � d9A: R d9B:� d9A:d9B:

��,	� $��� ���	��% $���� ���%	�� � $���� ������� 	�����	�����<

d9A	 B: � d9A: R d9B:

9��� �������� 
�� d9A:Rd9B: � 1:� ?� "�������%���� ���# ������� ���
�����/ �������/ 	� �"������%� .��$���� ����� ��"	�#� K
�	�� �$������
���"������ �=� 	� ������� S�$��� ������	� �	���#���/ ������������ ���
��,�� ��� "���� �	����% ��5�	��� ���# �"�
�� ?� �	� �������% �
�	%
���"	�# � ����# ��" ��� 	� ��""������% ������� ����/ �����	�/ ������
"�������#� ���%�� � 1F3� ��� 	���	��� � 	�� ��������� ����"�# �������	�
���# ��������� >�		)� S�������%���� ������� '�	"�� QI	����%��	�
��,	� 	�#�� � L�	
�	� 6M8� >� �
�	% �������� 
������� ��	������%��
� ���# ���
����%	�# �	���#� ?� ��	�� "����#	� ��5��� �	���	�� �	��
�� ������ I	����%��	� 6A8� P 	�=� �� �	���� � "�������%���� �������
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618 -����
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���	���� �� �� 	�����	������� ������ �� ��� �� 	��
����	�������� ��	��� � �� �	
���	������ �� �� ����	�� ��	�� ��� �	���
����� � �	��� ����	 �	���	�� �	
���	������ � �	��� 	�����	��������
�����  ����	�� ��� !�� �	��"#$����  �	������ � � ��� ������ ��� ��
$�"% �&���"�����	���%  ������ $�'���������� �����	�� �	���������
(	���� ��$	 ���"	
�� � ���$	 ��������� "����#$���� ����� ���	������
�� �����	 �%�$�)�' � ���� ����	���	��' � ����	�����  ��$��� ������
����	
��	����

(	��� �	�	�� *�������� ���� "����� ��� �"�� ������ �%�$�� �  ����
�	��" &�����&����� &	�"�����	 �$� � ���� ����� ��"�	�	�� � �$�	����
������	� �����	�+ �	����	#��	�� �� �	 �	��� $��� �	,� �	����������
�"$"� ����� � ���� �����' �	���	�������' %	�	���� %��� �� �	��-��
� ��&���	����% ������������
���	
��	��� ���"� ���� ��������� � �������� �	 ����� �.�� /

/ 0 �  ������ ������ � �������� ����	���	��� 	 �.�� / 0 �  ������
������ � ��#��� *!�� ����� $������ �	 120+� 3�� ����	���	��� ��")����
�"�� ���������� �����  �����% p $�� ������% p / . � �	�#�  �������
����� �� ���-���� ��	�	�� �	������	 ������� ��� ��� ��#��� 4 &�	�	
�x $������ �	 .� � !��� ������ �� �������� ����	���	����  ��	 �� ��	�
�	�� ���" �	��� x5  �� �	���% x  ��"�	���� �	���� ����	���	��� �$��
�������� * �� �-����� x+ $�"��� � ��#��� * �� ���-����� x+�

6���	���	��� ��#�� ���$����� $�"� � $�"��� �  ���)�� ����������
���
��� 7�� ������ ����� $������� ���	���� �� ��	$�
������ �	��	���
� �����	����� *�	��� 0+� 8������ �	�#� ��� � A � B ����	���	��� A
�	���	�� �������� ��� 	����������� ������	��� 	B � 
	���������
��� �������������

9������ �	�#� ��� ����	���	��� ����� ������������ 
�	����� �
*�����	+ ���� ��� ������� ��� � *��#�+ ���� ��� ��#��� :���$	 ����
��� � " ����������� �"��	 T *true+ ��� ����� 0 	 ������ � � �"��	 F

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �����������
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A � B A;B A � B ���<���
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A and B

A ��� B A � B A or B $��<���
��

�� A �A �A A ����
	���

A ������� not A

�� A ���$"�� B A� B A� B �� ���	
��

���� A �� B A � B ���$��	���

A ����-�� B if A then B

B � ���$����� A

����� �� ���	����	� �����	� ����
���
	� 	 
����
	�

*false+ ��� ����� =� *�	  ����' �����$ �$�� ����	�� ����	 = � 0  �����
������� ���	��� �	#���� $���' � �	�	�  ����	 ����	 �� ���� ��	#��
�� ���#���� �����������% ��	����'> ?$���������� ���	��� �  ����$�
��� ��$� ���	�"#����� ��� �	�	�  ����	 ���� � ���� � ������	�� �
������' � ��#�� �	� !������	�� ���������  ��� ��#��  ��"���� �����
���#�$	���% ���"���	����+

@��������� ������  �������� ����	����� ���#��� ����	���	��� ��
 �����%� 3�� !��� ���������� ����	����� ����	���	��� � ��$�������
����������� ��� �	���' � ������������ � �	���
�' .�

A B A � B A �B A� B
� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

A �A
� �

� �

����� �� ����	�� 	��	

���	 ��� ���	����	� ������

(� #�  �	���	 ��#�� ����#��� ��������� 6���	���	���A�B �������
���� ��	 ����	���	���A � B �������� 6���	���	��� A�B ������� ����
%��� �� �$�� �� ����	���	��' A � B �������� 6���	���	��� A � B
��#�� � �$���������� ��"�	�A ���� A ������� 	 B ��#��� �	����
 �A
������� � ��� � ������ ��� ��"�	� ���$	 A ��#���

:� ���% ������ ����,� ����� �� ����� �����	�� �� ���	
��� 6 �	���
$��� �� �����  ������  ����" �	$� ����	�� ��	#�� ����	���	��� �����
.�. B C �� .�. B 2� � ����� .�. B C �� D�D B 0� ���������� *:�����
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�	� ������� �	,� �	���
�A � � � B � � � B ��+ E��$"�)�'  �����
 ��	���	�� ��� � �	��� � ��$������ ���� ������

8�)� ����	��� ��� ���� ����� x $������ �	 2 �� ��� $������ �	 .�
7�� ���	�	�� ��� ����	���	���

*x $������ �	 2+ � *x $������ �	 .+

�������  �� ���% x� 3�$��	��� ��$	 x B CA ��� �	��� ��#�� 	 �� ���
�	
�� ������	� 3�� x B 1  �����	 �� ���	
�� ��#�	 	 �	��������
������� � ��� �� ���	
�� ������	� �	����
  �� x B F  �����	 � �	�
�������� ������� � ��� �� ���	
�� ������	� E $�"��' ������� ���	��
��� "����#$���� *���� x $������ �	 . �� x $������ �	 2+ ������� � �����
. �������� ����� �������� 3�� !���  �����	 �� ���	
�� ������	 �	�
�������� ��#�� � �	�	 �� ���	
�� ��#�	� (	��� ���	��� ���� ����	��
��� ���������� �� ���	
�� � ��$������� ����������� �-� �	���' *	 ��
�	������ ��#$" ���� �	��%���  �����������$�������% �����'+ �� ���
������ �	���
� ���������� �������	��� G����  �$�����"�� �	��� "��
���&���	�����  ����	��� �� ���	
�� &�����&��� �	��������� ������
�	���	�� �-� ��	����	����' �� ���	
��'��

(� ��� �� ��&���	����% �	��������  ���'$-�� � � ��$�������� 7���
����	���� ����	���	��� *�� ������% ����	������� ����� ���#���+ ��
�"$�� �����	�	�� �	�������� �	�������� �"��	�� *� ��$���	�� ����  ��
�	$������+ � �	���	�� �����
�����	������ ������������ :� ��% �����
���� �����
�����	����� ������� *����� � �� ���
���	����'� $�� ��	��
����� �"$�� � "��	��+  � �	���  �	���	�A

� 6���	�  �� ���
���	���	�  �������	� ���� &���"�	�

� ���� A�  �� ���
���	���	� &���"�	 �� �A�  �� ���
���	���	�
&���"�	�

� ���� A � B �  �� ���
���	����� &���"�� �� *A � B+ *A � B+ �
*A� B+ �  �� ���
���	����� &���"���

��#�� �)-� ��	�	�� �	�A &���"�� � !�� �����	����� ���#�����
���	$	�)�� "�	�	����� ���'���	�� *����� ������	������ �$��� �")��
�������A ��$� ���� �� �� ��<����� ���"�  ����$��	���������  �������
��% ������ � ������ &���"��' �� !�� ��� ���'���	 ���� �� ��#� ���
 ������+�

3"��� &���"�	 � ��$��#�� n  ��������% p�� p�� � � � � pn� ����  �$��	�
���� ������ !��%  ��������% ������������ ��	����� *� ��� �+ ��  �
�	���
	� ��#�� ��������� ������������ ��	����� &���"�� � 
����� (	�
��� ���	��� &���"�	 �	$	-�� �������"� &"��
�� �� n 	��"������ �	�
#$�' �� ������% ��#��  �����	�� ��	����� � � �� ��	����� &"��
��
�	�#� ��#	� � ���#����� f���g ������� �� �"$�� �����	�	�� B � H	�
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"#� ���������� �� �"$�� ���$��	�� ��	$�
�� � ���#$�������� � � �$��
��
�' 	 �� � �"�-�� ��� �	��� B ���� f=� 0g� I���"�	 � �	$	-�� �����	�
#���� Bn � B � (	��� �����	#���� �	���	�� �	�#� �������� ���������
�� n 	����������

������� J	�������� &���"�" *p � *q � �r++� 8�	 ������	 � �$���
�������� ��"�	� � ���$	 p � q ������� 	 r ��#�� *��� �	��� D+�

p q r �r *q � �r+ *p � *q � �r++
= = = 0 = =
= = 0 = = =
= 0 = 0 0 =
= 0 0 = = =
0 = = 0 = =
0 = 0 = = =
0 0 = 0 0 0
0 0 0 = = =

����� �� ����	�� 	��	

���	 ��
"#
��		 *p � *q � �r++

��������� &���"�� ���	#	�� ���������� �	���� � ����	���� ���
��	���	��� �������� ���	������ �� �����	 �% �	���'� (	��� &���"��
*��������  �� ���% ��	�����% �%�$�)�% � ��%  ��������%+ �	���	��
�	�����������

������� I���"�	 **p�q+� p+ �������� �	��������' *!�� ��#��  ���
������ �	 ����� ����	��� �	���
"+� 8�	 ���	#	�� �	��' ���������'
�	���A �� ���<���
�� "����#$���' ���$"��  ����� �� ��%�

��	�
� �� H	� �����$�� ������������ "����#$���� $�� $��<����

��>

K�� &���"�� �	���	�� �����	�������� ���� ��� �������  �� �$�
��% � ��% #� ��	�����%  ��������% *$�"���� ����	�� ���� ��� �	$	��
�$�" � �" #� �"���" &"��
��+� �	 ����� &���"�	 *p� *p� q++ ������	
��,�  �� p B q B � �  ����" !����	�����	 &���"�� *p� q+�

J	�������� &���"�" **p � q+ � q+� 8�	 ������	 ���� � ������ ����
 �������	� q ������	� L������� �� ��	�	�� ��� ��	 !����	�����	 &���
�"�� q �� �"� ���� &���	���	� ��"$�����A ��	 ��$��#�� $��  ���������
�  ����" �	$	-�� &"��
�� �� $�"% 	��"������ *�� 	 B�B � B + � �� ����
�� �	� q �	$	-�� &"��
�� �� �$���� 	��"����	� �� �� �"$�� ���	)	��
�	 !�� ����	��� � �"$�� ����	�� !�� &���"�� !����	��������� 6����
)� ���� ���� � ����  ��������% p�� � � � � pn ��$��#	)�' ���  ���������
��������' &���"�� � *� �����#�� �)-� �	������  ���������+ ��#��



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

����	�� ��� &���"�	 � �	$	-�� &"��
�� �� n 	��"������ �����#�� �	
$��� �	����)"� �� �� ���% 	��"������ * �������"�  � ��������� 	��"�
����	�+�

3���� �	��% �������� �����  �������� ���$"�)�' &	��A &���"��
� � � !����	������ ���$	 � ������ ���$	 ���$	 &���"�	 **� � �+�
�*� � �++ �������� �	��������'� :� ����"� ����	)���� *p 	 q+ $��
**p � q+ � *q � p++ ��#�� �	 ����	�� "����#$���� �� !����	�������
��� &���"� � ��$� �	�������'� 6�� ��������� �	��% !����	���������'A

������ �� ������ �� ������� �������� �	����������!

*p � q+	 *q � p+5

**p � q+ � r+	 *p� *q � r++5

*p � q+	 *q � p+5

**p � q+ � r+	 *p� *q � r++5

*p� *q � r++	 **p� q+ � *p � r++5

*p� *q � r++	 **p� q+ � *p � r++5

�*p � q+	 *�p � �q+5

�*p � q+	 *�p � �q+5

*p � *p � q++	 p5

*p � *p � q++	 p5

*p� q+	 *�q � �p+5

p	 ��p�

������������� 3����� ������ !����	��������� ���	#	�� ����
�"�	�������� � 	���
�	�������� ���<���
�� � $��<���
��� 3�������
�	 ����� ����"�A ���	� �  �	�	� �	��� ������� � �$���������� ��"�	�
*���$	 ���  ��������� �������+ �  ����" !����	������� *K�� $��<����

�� "$����� �������� ���$	 ��	 ��#�	�+

K�� ���$"�)�� !����	��������� "����#$	�� $������"�������� � �	�
����� ��� � ������� �� ���#���� � "���#���� � ����
	% �$��� �����
��	 ���'���	 $������"��������� 3�������� !����	��������� ����� ����
��$����� �	��������� ��"�	� ��������� � ��#���� p�

E��$"�)�� $�	 ���'���	 �	���	���� 
	���	�� �� "���	�	� :% ����
��  �������� �� ����� ��� ���<���
�� ������	 	 $��<���
�� ��#�	
����� � �$��� ��"�	�� �	���� $� ����	�	 ����$	 ���	#	�� ����	��A
����<���
�� $��'������	 $��<���
����

K	��� ���$"�� $�	 �����$��% 
	���	 ����� ���� *�$�� �� ��% �� "#�
" ����	��+�

�	 ���� �$-��  �	���� �����	��
���� ������� ������� � �	�������
��� "����#$���� ����� x �����,���� �� x ���-����� � ����� x ���-����



�� ���� �������	
� ���
�

�� x �������,����� �	���������� L��� ��� � �����$��  ���������� �  ��
��)�� �	���
 ���������� � ��� ����	� ���� ����'  	�	$���� 6�� ���
M����� 4 ��$���"� �� ����"A ��� ������ �-������ 3������� �-� �� ��,��
�� $��� � ���	�"#�� �	 $����� �����"� 8�	 ��	�	���� �-����'� 6��$� ��
" ���� ���� �����	��� �	$��	���� � �� ����	  �$����#$	����� M����� M
 ���&���"�����	� �� ����" �	�A ��� ����-�����  ��$���� � �� ������
* ������� �	,�  �	���� �����	 ���
��+ � �� ��	� ��%�$��� �� $���
	 ������ %���$������ � �	,-�� �	� ��	�#���'  ��$���� 8� ��	�	���
	 �������� 	 �� ������'� M����� M ���	$��	��� � �� ����	  �$�����
#$	���� � �  ������� ������" 4� (�� "$�������� � " ���� ��#� ����
	 ������ � %���$������� �� � ��� ����� ������ ���	���� ����,���� �
��� �� ����� 	 ������ �� ������ � �

3����$��� *� �����$���+  �	���� �	���	���� ������� �������� ��#
���	����

��	�
� �� 3������������ !����	��������� ����������"�� �	������
�	� $�� ���#����A �	 �����  ���	� �	�	����"�� ��� P 
Q B Q
P $��
����% ���#���� P � Q� H	��� "����#$���� ����������"�� ���	�����
!����	����������>

��	�
� �� K�� &���"�� ��$��#	)�� ������  ��������� � ������ �
� � � !����	������� K��	#��� ��� ��� ���	�"��� !����	�������� ����
���$" �	������ � �	 � � �	�������

�	����� ��� $	���� �� ��� �	�������� ����� ����' ���"������'
������ �	 ����� &���"�	 *p� q+ � *q � p+ �������� �	��������' *����
�$�� �� "����#$���' p � q ��#�� �� �� ���� ���$"�� ��-� ��� "��$��5 ����
��	 ������� �� ��� ����� &���"�	 ������	+ %��� � ���	���  ���������
��� �	,�' ���"�
�� �  ����" ���������� �� $�"% ���	� �� ����	���%
"����#$���' �$�� ����-�� $�"���> �)-� ����� �	�	$���	 �	��������

**p� q+� p+� p

*%��� �-� ������ �� �����  �������� �  ���)�� �	���
 ����������+�

�����������  ����� ����� �	 �	��� $��� �	,� �	��"#$����
��$��#	� ����-����'  ������ G���� ���	�"#��� ��� �	$	$�� ���� ���
 ���A �	��� �"#�� ������ � &���"�	%> 3��$��	��� ���� ��� �� �����
��� � ��$������ &���"�� � �"$�� �������� ��� P �Q � P �Q ��������
&���"�	�� $�� ����% P � Q� 8��	�"��� �� �	,� �	��"#$���� � ����>

@����  ����� ��� �� ������-���� � ��"$������  �� � ��$������ �"���
��' &"��
�� ����������"�)�' &���"��� 6 !��� � ��$������ ��  �$��	�
����� �"�� � �$���
� �	 �����  ��������% � �	��� ��������� ��	�����
&���"�� �  ���)�� �	���
 ���������� $�� ������� �� �� ��� ���$	 ��
�������� � ��$������ &���"�� &���"�	 p � q � r ��#�� ����  ��"���	



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

$�"�� � ����	�� � �� &���"� p� q � r �  ���)�� � ��	
�� � � �� &���
�"� p � q � r �  ���)�� � ��	
�� �� 7�� $�	 ������	��� $	$"� �	���'
���"���	�  ��  � ���� ��������� ��	����� = � = � 0�

:� ��	�	����� ���� ��� ������ �"#�� ����� �	�	������	�� �$���
��	������ ����	���������� �	����	 &���"��� (����� ������ ����� �	���
"����#$����A

������ � �	����
���� �������� $����
�����	���	� �����#
�	% �� ����� 	��� ����������% ����� ���� ������	����	 ����� � ��#
��� �
 ��&�� ����� *A � B+% *A � B+ ��� �A% ��� A � B ' ���������
�������% ����&�� A � B (� ������ ���� ����	��) �����	�	����	����
����
�	���*

������������� I���	����� $��	�	�������� ��#��  ������� �	�A
� ��$����  ������ ���������� ����	 �	� �	���
� ��#$" ������ ������
�	�)�%�� � �	����	�)�%�� ������� :�$"�
��'  �  ��������� &���"��
����� $��	�	�� �	�"� ����"A

E�������' ���� ����' &���"�� �	��� �"��� E�������' ����
������ �	�	�	 &���"�� ������
	����� � �	��� �"�� ��,� ����
!�� �	�	�� ��� 	$	�� �� ���' &���"��'  "��� ��� ������� ��
�$��% �������� ����
	����

E���	 ���$"�
��'  �  ���������� ��	�	� ��� ���A ��  �������� �������
�"�)�� �	� "����#$���� $��  ��������% 	 �	�#� $��	���	�� ��� ����
��� ����� $�� &���"� A � B �� ��� ����� � $�� &���"� *A�B+ *A�B+
� �A�

3���� ���� �	� ����	 $��	�	�	 �	���� &���"��  ����$���� �	�A ����
��	 �	���	���� � ����
	��� �� ��#�� ���� ���	���	�	 ��,�  � �������
�"  �	���"� ���� #� ��	 �	���	���� �� ������ �� �	$� �����" "$	����
	  ���� ���	�� �	�	�� ����)�� �"����' ��������' ����� (	��� �	�	��
�$���������� *7�� �����  �������� �� ����"� ����"�+ (�� �	��� &���
�"�	 �	����	���� �$����	����

6 $	����',�� �� �"$�� � "��	�� ������ ���� ��� ���� �� ���	��
���� *�	 ����� ��#�� �	 ��	�� ���<���
�� ��-�% ������ �� "�	���	�
 ���$�� $�'����' � ���" 	���
�	��������+ ���� ���� �� ��������	�

��	�
� �� 3������' ����� @"�	�����  ��$�	�	� ��%�$����� ��� ����
��� �	 ����	� � &���"�	% ��	�	�	 ��	� � ��	
�� 	  ���� � ��	�$� *���
 ������� � �	�$�������'+� �	 ����� *a/ b+� *c/ *d� e++ � ��� �����	�
�����% �	 �,���� �	� � / ab / c � de� 7�" �	 ��� �)-� �	���	�� ����#
���� �	 ����� 8��	��	�  �����	� �	 ��� �����	���� �� ��-� ��� ��� ��	�
� ��	
�� �$-��  ���� � ��	�$��� 3��	#��� ��� � ����% ��"�	�%  ���$��
$�'����' �����	�	����	���� �$����	����
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� ���
�

�� ��
�� ������� �	���

J	���	����	��	� �	�� ������	  �� ���
���	����% ������ *� � �+
����	 � ���$"�)�� ������A

������ � ������ ������ ������� +��	� �����	 ������� ��
n 	��������� ����� ���� 
	���	�	 � ���� �����
�����	����� ���#
����*

������������� 3��)� �����  ������� !�� �	  ������� 3"��� �	�
 ����� �"���	 &"��
�� �*p� q� r+ �	$	�	 �	���
�' 2�

p q r �*p� q� r+
= = = 0
= = 0 =
= 0 = =
= 0 0 0
0 = = =
0 = 0 =
0 0 = =
0 0 0 0

*�p � �q � �r+ �

� *�p� q � r + �

� * p� q � r +

����� 	� ����	�� �
���
	$ �!����$ �!
��		 	 ����#��� �%� ��� !��

6 �	���
� ���� ��� ������ � �$���
	�� �  �	��' ������� � ��� ��"�
�	� ���$	 �"���	 &"��
�� ������	 *�	��	 0+� �	 �,�� ��� ���<���
��
�	#$	� �� ������%  �����	�� �$�� ��"�	' *	 � ���	����% �����	% ��#�
�	+ � ���$���� �% $��<���
��'� �"#�	� &���"�	  �������	�

N��� ��� 	�	������	� ������"�
��  �������	 � $�� ����' �	���
�
*� � ����� ������  ��������%+�

K�� &���"�  �$������ ��$	 ���� � �
�	����� �	��	���A &���"�� �
��
,��������� ����	����� ������ M����  �$�����A �����	��� �	���
�	����  �������	� ��� ����
	���  ��������' ���,������ �	���	���
��  ���������	� ���<���
�� �����	��� 	 $��<��������' ����	����'
&����' �	���	���� $��<���
�� ���<������� 6 �	,�� ��"�	� � �	#$�'
���<���� �%�$�� n �����	��� *�$� n � �����  ��������%+ 	 ����� ���<�
������ �	��� ����� ����� � �$���
	�� � ��#�� �������� �� �"�� *���$	
 �	�$	  ��"�	���� �� ������ &���"�	 	 � "��	� $��<���
��� � �-� ��#�
�� �	������ �	��'����"$� ����$	 ��#��' &���"��' �� 	 p � �p+ $� .n

*���� �"���	 &"��
�� ����$	 ������	+�

��	�
� !� K���	  ���������' � $��	�	�������� ������� D &���"��
�	����� �� ����	 �$���
A &���"�	 �"$�� �������' ���� �$���
 � �	���
�



���	����	� ��� !�� 	 ��� � �	

�	��� 4 �	� �	 ��	�� *��	���������+ ������"� &���"�" ���� � �	���
�
�	�� �"��' 	 � �������� �$���
�>

:���$	 �� ����"���� ���,�������	� ����	���	� ����	 �����	�
 ��$��	����� ����' ���<���
�� ��
,������ �	#$�' �� ������% ���
����� �� �����	��� ����	���% $��<���
����� (�����" D ��#�� �� ���
"������ �	�A

������ �� ���	� �����	 ������� ����� ���� ���	���	 �����#
���% �	���� ���� � ��
,��������� ����	����� �����% 	 �	��� �����#
���% �	���� ���� � ���,��������� ����	����� �����*

������������� 3���	� �	��� "����#$���� "#� $��	�	�	� 6���"�
�	��� ��#�� $��	�	�� 	�	�������  ����' �	$� ������ $�� �	#$�' ������
� �"�-�� �	 ��	��  �$%�$�)�' $��<�����

��#�� �	�#�  ��$��	���� &"��
�� �� � $��<��������' ����	����'
&���� 	 �	��� ��� ������	����  �	���	�� $� ����	�	 ����� ������
����
	��� ��"����

��	�
� "� 3����$��� �����' �	��	�� �	��"#$����  �$������

6���)� ������ � ��$������ $��<��������' ����	����' &���� ��
����"�� ����� � �	#$�� ���<����� *��� $��<�����+ ������	���� ���
 ���������� *3��������  �������"� ����,� �$���� �	�	 �����	 ���5 ���
�� �	 ����� &���"�	 � �-� ����
	��� �%�$�� � �$�" ���<���
�� �� !�	
���<���
�� ����$	 ��#�	 � �-� ��#�� ����������+

��	�
� #� 3����$���  ����� �"����' &"��
�� �� n 	��"������ "
������' ���	� $��<�������	� ��� ���<�������	� ����	���	� &���	 ���
$��#�� ��,� ����� $���� n� *?�	�	���A �	��������� &"��
�� �����	�
������ ���-� ��	�����  �� ��������� ��	����� ����'  ��������'�+

�	����� ���  �� $��	�	�������� ������� D �� ���,���� ��� �� ���
�	
��� 7�� � �� "$��������� �	� �	� ��	 ���	#	���� ����� $��<���
��
� ����
	���A

*p� q+ 	 *�p � q+

* ��������O+� 6���)���� �� ����� �� ���'���� ������ ���<���
��' �
����
	���� �	� �	�

*p � q+ 	 �*�p � �q+�

��� ������ $��<���
��' � ����
	���� �	� �	�

*p � q+ 	 �*�p � �q+�

*��� !����	��������� �����	�� �� �	����� $� ����	�	5 �% �����  ���
������ � �� ����$�������+� ��#�� ��	�	�� ��� ������	 ������ ��� 	
�	�#� ������	 ������ ��� �������� �������� *3� � ��$������ !�� ���	�
�	�� ��� � �%  ���)�� ��#�� �	 ��	�� ���"� �"���" &"��
��+�
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� ���
�

��	�
� $� K��	#��� ��� ������	 ������ ���  ���	� *?�	�	���A �	�
�	 ��	�� ����� ��% $��<���
��>+

4 ��� ��� ����
	��� ���'���� ������� E�����	 ������ ����� �� ���
�	 � �  � �����  �����'  ������A ���� ���  ��������� ������� �� ���	�
�% ������	
�� ��$��#	)	� ������ "�	�	���� ������ ������	� *H	� ���
����� ��� !�� ������ ���%�	���� �$���
"��+

��	�
� %� @����  ����� ��� ���	� &���"�	 ����	�����	� ������ �
 ���)�� ������ � � � �	$	-�� ��������"� �"���" &"��
�� *� ��� ����
��� ��� �� "��������� ��	����� ������ �� 	��"������ ��	����� &"��
��
��#�� ������ ����	��� � ��� ���	����  ��#���+� 3��	#��� ��� ���	�
��������	� �"���	 &"��
�� ��#�� ���� ���	#��	 &���"��' ��$��#	�
)�' ������ � � ��

��	�
� �&� 3"��� � � � � �	��������� 3��	#��� ��� �	'$-����
&���"�	 �  �����	� �����	�� � ���� ������ ��)�� $�� � � �  ���������
$�� ������' &���"�� � � � � � � � �������� �	����������� *M����
��)�' �	��	�� !���� "����#$���� � ������� &���"�� ���"��� � �����
 ������  ���$�	 �	���	���� �����' H��'�	�+

6  ���
� � �� �� ����	�� ���	�����	���� �������� �	�����������
�� �����	��� @��	� �"���	 &"��
�� ��#�� ���	�� ���� ������� �	 ���
��� ��#�� �	��������� �����" *p notand q+ �	$	�	��"� !����	�������
����

*p notand q+ 	 �*p � q+

*����	��A *p notand q+ ��#�� ��,� ���� p � q �������+� G���� ��-� ���
�	#	���� ����
	��� *p notand p+  ���� ���� ��#�� ���	���� ���<����

�� 	 �	��� �	� �� ��	�� � ����)� ���"� &"��
��� *��	����� � 
��
&������ ����������� �%��	�� �	���� "����� ������	
�� %���,� ��	���
�� � !��� "����#$�����A $���	����� ����,�' �	 	� �%�� :���  ��������
��	�����	�� ���"� ����"��"� �	��������� ��%�$	 �� �%�$���+

K�"�	� ��������	�  ���	� ������	 ������ � !�� ���#����  � ��$"�
�� . ���<���
�� � �����	��	 0 *�����"� ��#�� ����	�� =�	���' �����
��' �	$	�)�' &"��
�� �� �"�� 	��"������+�

�	���-�� ������� ���<���
�� ������ �	���	  ��������% ��� ����
��	��" 0 *�����"� ����������� �	���	����	�� �	� ���<���
�� �"��  ��
�������%+� �	��	��� !�� ����������� �	� �	�  �� �	,�% ����	,����%
*0 � �����	 = � ��#�+ ���<���
�� ����������"�� "���#�����

�	���-�� ��������� �"��" �	��% �������  � ��$"�� . *!�� ��	���
��� =/= B = =/0 B 0/= B 0 � 0/0 B =+� N��� ��� $�	  �������)�%��
�����	 ��#�� ����	���� *��$� ���#����  � ��$"�� .+ �	� ��� �"$��
�	���	����	�� ������  ������� ���  �������)�%�� �������� 3�� !���



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

�����������  ���$�� ������ � ������ �  ���$�� ������� �  �������
���")������ �% ��#��  �����	������

������ ! ������ '�(�������� ���	� �����	 ������� ��#
��
�	��� ������	������� ��������� ��	
	����� ���	*

������������� G���� $��	�	�� �")������	��� ��������  ������
�	 ��#�� ����	���� �	 ��������� �� 	������ "����#$���� ��� ����	�
&"��
�� � 	��"����	�� �� ���������  ��� *� $	���� ��"�	� !�� $�"%�
!���������  ��� �������  � ��$"�� .+ �	$	-����  ��������� 3�	�$	 �
	������  ������  ������	 ����� ��)�� �	���,��� ��� ���� �� !�� ��
�	#�� �	� �	�  ���������  �����	�� ��,� ��	����� = � 0 �  ����"
��� ��� ���� �� ���	���

K	��� ��#�� �	������ ���  �������� ������� #� ������� �"����%
&"��
�' 	 ������ .�

n

� 6 �	��� $��� �"���	 &"��
�� ��#��  �����	��
����� �� $�"% ��	����' � �	#$�' �� .n ����� �"���	 �"�	 B

n  	 ������
���� ��#�� �����	�� ��� �� �����	�� ����' �� .n �������� *�������
�������  ����" ��� �	#$�' ����� �����	�� ��� �� �����	�� ���"� ��
n  ��������%�+ 3�!���" ������	  �������� ��� � ���� ���	� &"��
��
 ��$��	���	  �������� �� �$���������� ���	����

��#�� � �� ����	���� �	 ���$���� �� 	������ 	 $	�� ���"� ������"��

��� 7�� "$���� �$��	�� ��$"�
��'  � n� 3"��� �� "#� "����  ��$��	�
����� ���"� �"���" &"��
�� �� n� 0 	��"������ �  ���)��  ������	�
(��$	 �*p�� � � � � pn+ ��#��  ��$��	���� �	�

�*p�� � � � � pn+ B�*=� p�� � � � � pn+ /

/ P�*=� p�� � � � � pn+ / �*0� p�� � � � � pn+Qp�

* �������� ��� ��-� �%�$����+� 8��	-���� �	������ ���  �	�"� �	��� ��#�
��  ��$��	����  ��������  �  ��$ ���#���� ��$"�
���

K�� �$������������ �	�#� ���� $�"��� $��	�	��������A  "��� $�	
���������	 �	���� (��$	 �% �"��	 *��� �	������ � ����������  ����%��
$��  � ��$"�� .+ �������� ���"����� ����������� *��$��#�� �	������
������+ �� ��#$�������� �	��	 �"��� (	� �� ���	�� � !�� ����� $��
�	�	��  � ��$"�
��� 6 �	��� $��� ����' ��������� A*p�� � � � � pn+ ��#��
 ��$��	���� � ��$�

A*p�� � � � � pn+ B B*p�� � � � � pn+ / p�C*p�� � � � � pn+�

�$� B � C � ���������� �� ����,��� ����	  ��������%� 3�$��	����
��	�	�	 p� B = 	 �	��� p� B 0 "��#$	���� ��� ���������� B � C �	��
�� �"�� �� ���% ����	% �  ����" *����	���  ��$ ���#���� ��$"�
��+
�	��� �"�� �	� ���������� *�� ��$��#	� �������+�

��	�
� ��� �	���-�� �������������� &"��
��'  ������ �� n  ����
�����% � ������� ���  ��	�	���� ��� ���' �	��� ���� = ���� 0� *(	���



�� ���� �������	
� ���
�

���	��� �	#$�' ����� � ��' ����  ������$���� ��!&&�
����	 � �����
������ �	���	  ��������% ���  ��������'+� 3"��� F �  �����������
 ���� M"$�� �	���	����	�� B B f=� 0g �	�  �$���#����� F � K��	#���
��� ����	� �"���	 &"��
�� B

n � B �$����	���  ��$��#	���� $� �"�����
����'��' &"��
�� Fn � F  � ��!&&�
����� � �"��������'��' &"��
��
�"$"� 
������

���� �	���	����	��  ����������� �"���� &"��
�� � �	������ ������
������	�� �� ���A � �	��� ��"�	� ��� ���	�"��  ����' �	���> 8���� $	��
���$"�)	� ������	�

������ " ��������) ������ -	��� ������� ������� ����	 �
������ ����	 �������� ������ *��� 
�	���% ��� ���	� �����	 ���#
���� ������	������� � ���� �� �����
����% �* �* 
	�����	���� � ����
�������% ��� ���
�	�� ����	� ������� �	���	+% ����	 �� �� ��������#
�� �� � ����� �
 ���� .���������� ��	����/ A

� ���������� �������5

� �������% ����	��� �� ����5

� �������% ����	��� �� ������� 5

� �������� �������5

� �	�������������� �������*

*I"��
�� f ��������	 ���� ��	 ��������� ��"���	��  � �	#$��" ��
����% 	��"������� I"��
�� f ����	���� ����0������� ���� f*=� � � � � =+ B
B = *�������������� f*0� � � � � 0+ B 0+� I"��
�� f ������	 ���� ��	  ��$�
��	���	 ����������� � ������� ��� ������ ��$��#	� �� ����� �$��'
 ��������'� �	����
 &"��
�� f �	���	���� �	��������������  ����
f*0� p�� � � � � 0� pn+ B 0� f*p�� � � � � pn+�+

���� �	��� ��$��#���� � �$��� �� ��	���� �� � ��� ��� ���
�� �	��
#� �� ��%�$�� �	  ��$��� !���� ��	��	 *�����  �������� $�� �	#$���
�� ��	���� � ��$��������+ �  �!���" �	��� �� ��������  ������ K��	�	�
�������� ���	����� "����#$���� � "���� *���	���� ��#��  � �����	��
$��	�	�� ��� �	������������+�

�� ����� �� ��
���
���
�� �����
�	

I���"��  ��$��	����� ����' � ���� �	 ��� ��� ���
�� &"��
�'�
�	 ����� ���� �� ��	�	�	  �������� &"��
�� f  	  ���� &"��
�� g
!�� ��#�� �	 ��	�� &���"��' g*f*x++� �� ���� � $�"��' � ����A ��#��
�����	���� �	#$"� &"��
�� � ��$�  ����"�������	 � ��%�$��� � ���%��
$��� � ���$����� ��%�$ &"��
�� f �� �%�$�� &"��
�� g *���� 0+�



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

�f g g*f*x++


��� �� &�� �'����� 	������	�� �� '��	�	#

(	���  ��$��	������ ����$� �� �������� ����� �������������� 6 ���
����� ���������% $������� ��� !��������	�  ����,�������� �� "��	��
������%��� ������� �� ������ ���������� � ��	
��� (	�	� ������%��
�	 ����� !������������ ����	��� �	 ��#���� �	 ������% ��$��"�� ���
�������� ��	����� � � �� H��������� �	 ��#���� �	����� �� �� 	 �%��
�� �� ������ !�� �$���
� ����� � ������'  ����
�	� *������������
�	��������+ ����	���� �$���
�' 	 �����' � �"�-���

8$��' �� �� ����% �%�� �������� �%��	 :��� ��	 ����� $�	 �%�$	 �
�$�� ��%�$� E���	� �	 ��%�$� �������� ����
	���� ���<���
�� ����	�
��� �	 �%�$�� K�"���� ����	�� �	 ��%�$�  ��������� ������'  ����
�	�
*����	� 0+ ���$	 � ������ ���$	 ���$	 �	 �$��� �� �%�$��  ����
�	� ����
��' *=+� :� �	��' �%��� �����  ��"���� �%��" �� *�������)"� "������
����	�	 �	  ������ ���#��'+ ���$����  ����$�� $�	 �%�$	� 3�� !���
�	 ��	 �%�$	  ���" 	�� �$�� � ��� #� ����	� � � ��	
�� : ��� �� ���
���� *p � p B p+ 	 �� ������ �	  ������ ���#��'� 6��� $�	 !������	
� �� ����"� �����' �� ��% � �	������ !������	 �� �����)��� ����	� �
��%�$	  ������ !������	  ��"�	�� �%��" �����	� ��	���"�� &"��
��
:� 4 ����  ���	���� $�	 !������	 ��  ���$ �	#$�� �� �%�$�� !������	
:���  ��"��� �%��" ��	���"�)"� &"��
�� :@:A �*�p��q+	 *p� q+�

(�����	 D �  ������ ������� ������ �� ��� �	�	����"�� ��� ���"�
�"���" &"��
�� ��#�� ��	�����	�� � ��$� �%���� �	$� ����� � ��$"
�$�	�� ���  ��$�	�	��	� � �-� $��	�	�������� ������"�
�� *$��<�������
�	� ����	���	� &���	+ ����� ������ ������������' �������  �������"
 ����$�� � �%��	� ����� ����,��� �	����	 $	#� $��  �����% &"��
�'
*���� ����� 	��"������ ������+� �	 ����� �%��	 ��	����	�)	� $�	 01�
������% ����	 $��#�	 ����� D. �%�$	 �  �!���" � �-� ��	���	
�� �  ����
)�� $��<��������' ����	����' &���� �"$��  ���$�	 .�� !�������� �
��� �	�� ��	����� *��#$" ��� �	�"� �%��" ��#��  �������� ���	�$�
 ��)� �� ���������% ����� !���������+

3�!���" �� ��� � ��� ������� !�������� �"#�� $�� ��	���	
�� ��'
��� ���' &"��
��  ��$��	����� ����,�' ������� � �	�  �	��������'
�	� � &�����&���'� *8$�	 �� 
����	����%  ������ �	���	���� � ��&���
�	���� �	� �	���	��	� � ������	  ������	� ��#�� ���� �&���"�����
�	�	 � !��% ������	%�+
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�

�� ��'�	� $	$�� ����� &���	����� � ��$������ �%��� � ��	���"���'
�� �"����' &"��
��� ��  ��#$� ����� ������� �	 �	��' �� ��� �  ����"
�� ����)� ������� � �%��	%> 6�$� ��#�� �	 ��	�� ��� ���
�� �"����%
&"��
�' � ��$� &���"�� �� �"$�� �� !�� �� #� �	���>

8�	���	���� �� ������ � �	���
" ����� ��$��� �	  ������ *���� .+�

f

g�

g�

h h*g�*f*x++� g�*f*x+++


��� �� (�� �
� ����	� � ��� !�! ���)��

�$��� �$�� � ��� #� !������ �%��� *f+  ��%�$���� "�	���	�� � &���
�"�� $�	#$�  �������" ��� ��%�$ �� ����"���� � �	������ �%�$	 $�"%
$�"��% !��������� E%��� � ������% �	���� ��������� ��� *�	  �	����
�� ��� � ���� �����#�� %��� � ���	������ ��	��"�����' � ����������
��%�$	� �	� ������� ��#�����+ �	� �	� � ����������"�� &���"�	��
�� � ��)�� ��"�	� &���"�	 ��#�� ���� $�����' $	#� ���� �%��	 ���
$��#�� ������,�� ����� !��������  �������" ����� �� �' ��#�� �	���
!�� ����
�	���� � ������ ��"���� �%����

L��� �$�� ���	���	��� �%��� �� &"��
���	����% !�������� ��	���
�"�)�% �"���� &"��
�� $���	����� �	���$�	 $	$�� ����� &���	���
��� � ��$������� 3"��� ������� n �"����%  ��������% x�� � � � � xn �	�
���	���% ����	��� 3"��� �	�#� ������� ��������� �����  ��������%
y�� � � � � ym �	���	���% ���������	��� 3"��� $�� �	#$���  ����$���	
�%��� �	$	�	 �"���	 &"��
�� �� ���������� ���#����	 B ���	#	�)	�
��� ��	����� ����� $�"���  ����$���� � �%�$�� 3�� !��� ����"���� ����
�� �� ���� 
����� *���$	 yi �	����� �� yj  ������� �	����� �� yk  � � � 
������� �	����� �� yi+� 3"��� ����� ���� ���$�  ����$����� ��$����
�$�� �	���	���' �������� 6 �	��� ��"�	� ������� ��� �	$	�	 ����	
�	
���	 m �
 ��������	����� ��������� � �	
��� B � n �%�$	��� *E
����� ������ ��#����	 �	���� � !�� ����� �� ������	���% !��������
	 �	��� B � !�� 	���������� $���" ��% ��" !���������+

8��"������ 
����� �	�	����"�� ��� ����  ����$��� �	����)�' �����
�� �� �%�$�� *��	�� ��#�� ���� ��  ��'�� � 
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��' �  ������ !�	 	  ��"�	�� ���$����  �� ��� �"&&����� �	 �����
$�� ��	������ �"&&����� $���� T �� ���� x� � � �x� � y� � � � y� �� ���$��
���� ���"���	�� ��	������ x� � y� � ���"���	�	�� ��	������ �"&&�����
$���� 1 �� ���� x� � � � x� � y� � � �y��

6 ��)�� ��"�	� �	����	 �	�	�A  ���� ��"#	�)����� $����	� ��
������ ��	�,����)�����5 �	 k ,	��� $� ���
	 �� ��	�� ���"���	��
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��	������ ���% �"&&����� $���� ������% ��	��� .k � 7�� $����� �����
�	���� O*n+ � ��"���" O*logn+ ��� �	���,	�� $��	�	���������

��	�
� ��� 3��	�	�� ��� �����	��� $�"% n�������% �����  � ��$"�
�� .n �� �������� �%���' �	����	 O*n+ � ��"���� O*logn+� *?�	�	���A
�����	��� ����� ���$���� � ���#���� ���� �	������ �"�� �	 �$���
� �
�	�������+

(� ��� �	'�-���� "���#������ E%��	 "���#���� $�"% n�������% ���
��� ����� .n �%�$�� * � n $�� �	#$��� ���#�����+ � .n ��%�$�� $��
 ������$�����

3�������� �	��� �
���� $	-�� ������' � ���� "���#���� �����
���������� 6 �-�� "���#���� $�"% n��	���$��% ����� ���$���� � ���#��
��� n �� �'  ������ ����	 *�	������ �	���-����% �	 �"�� � �	���������
�� 
�&� ������� ����	+ �� �$���	���

3��"����� !��% �� �' ����"�� �%��� �	����	 O*n�+ *��)�� �����

�&� � �� ��%+ � ��"���� O*0+� E��#���� $�"% n��	���$��% ����� ��
��#�� �� ������ �  ���)�� �%��� �	����	 O*n+ � ��"���� O*logn+
�	� ��� ����%�$���� n � 0 ���#���' ��#�� �� ������ �%���' �	����
�	 O*n�+ � ��"���� O*log� n+ *���� ���	$��	�� ��	�	�	  � 	���  ����
���"���	�� ����	  � 	��� � �� $�+� 8�	���	���� !��� ���"���	� ��#�
�� "�"�,���� �	������ !�������� � ����� �����	�� �	  �����	���	���
I"��� � $	���� ��%�$�� �	 �	��� �	,��� ���"#$���� �� $�	 "�"�,����
��  ����$-���

������ ��� �� ������� ����	 ��������� ���� n#������� �����
�	
���	 O*n�+ � ������� O*logn+*

������������� H	� �� "#� �������� "���#���� $�"% n�������%
����� ���$���� � ���#���� n �	��% ����� � ���	-���� �� ������ �	���
���#���� �%���' �	����	 O*n�+ � ��"���� O*logn+� H������� ��������
�$��� �������� ���$���� ���#���� ��-�% ����� � ���#���� $�"% �  ���)��
 �����' �%��� �	����	 O*n+ � ��"����O*0+� 6 �	��� $���  "��� ���� ���
����	 x y � z� ���� �� �"$�� ���	$��	�� ��$����� � �	#$�� �	���$� ��
� �	���$� ��#�� �	�� ����� ���	� �"��	 �� = $� D �� ���� � $������'
�	 ��� �� == $� 00� E&�����"�� �� ��	$,�% ����� !��% $�"%������%
�"�� ����� u 	 �� ��	�,�% *�$���"��% �����+� ����� v� (��$	 �����$��
x/ y/ z B u/ v� 3��"����� 
�&� ����	 u � v  ����%�$��  	�	������� ��
���% �	���$	% � ����"�� �	����	 O*n+ � ��"���� O*0+�

(� ��� ���� �	$� ���#��� n ����� ��#�� �	����� �% �	 ���'�� � ��
�	#$�% ��-�% �����  ��"����  � $�	� 6 ���$"�)�' ��"� �	��� ���	���
��'$"� *.�D+n ����� * ������� � ��	������ !&&���� ����,�' ���� ��
���	��+� :% ����	 ��#�� ���"  ����	��  � ���'�	� � �� $� 3��"�	����
$����� � ������� �	����� "�����' ���	�"�� ������������"�  �������
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��� �� ��	���	����� D�.  �!���" ��"���	 !���� $����	 ���	��&�����
��	�� G���� ���,�� � �-�� *����	� �	 ���,��"  �����	���	��� ��-�% �����
� $�	+ �"$��  ������� n �	� �	�  �� �	#$��  �����	���	��� ����� ��	�
�	���% "����,	���� �	 �$���
"� :�	� !�	 ������"�
�� ����� ��)�'
�	���� O*n�+ � ��"���" O*logn+� �	$� ������ �������� ��� � ���
� "
�	�  ��"�	���� �� �$�� ����� 	 $�	 � �% �	 ����$�� �	$� ���#��� � ���
�� "���� $��	�� � ��"����' O*logn+ � �	������ O*n+�

��	�
� ��� K��	�	�� ��� �%��	 ��������)	� �"���" &"��
�� f ��
n 	��"������ " ������' �� �$�� 	��"���� �� �������� &�������� ����
�� �	���� �� ����� cn � ��"���" �� ����� c logn *�$� c � �������	� ����
��	��	 �	����)	� �� ����	����� �	���	 !��������+� *4��"���� &"��
��
�	���	�� &�������� ����  �� ��� ��������� ��	����� &"��
�� �� ���
�������+

7�	 �	$	�	  ��	���	�� ��� ���� �  ��
���� "���#���� $�"% n������
��% ����� �� �"����"�� n ��	�	���% �� �
���� O*n�+ $�� �	����	 �
O*logn+ $�� ��"����  ��"������  �� $��	�	�������� ������� 0. �")��
������� "�"�,��� �������

8$�	�� ����� �� ������	�� �	� ���$��	�� ��	$�
������" � ����"
"���#���� ��������� � ���	�	�,��� �� ���� �� ��#�� "����,��� �	��
��� �%����

������ ��� �� ������� ����	 ��������� ���� n#������� �����
�	
���	 O*nlog� �+ � ������� O*log� n+*

������������� �	��-�� � �	���� �	���	���� 6�������  ������$��
��� $�"% ��� ������% �����

*a/ bi+*c/ di+ B *ac� bd+ / *ad/ bc+i

������� � ������ �� $��	�� ������ "���#����� �� ��#�� ���'���� �
����� �  ���)�� �	���� ����	A ��������� ac bd � *a/b+*c/d+ 	  ����
�	'�� ad/ bc �	� �	������ *a/ b+*c/ d+� ac� bd�

4�	�������' &��"� ��#��  ��$��	�� � $�� 
���% ������ J	����-��
.n�������� ����� �	 $�� n�������� �	��� �� ����  ��$��	��� ��� � ��$�
a.n / b� (� ��� �	 �,��  ������$���� $�"% �	��% �����A

*a.n / b+*c.n/ d+ B ac.�n / *ad/ bc+.n / bd�

8���$	 ��$�� ��� $�� � ��$������ ���% ���% ��	�	���% �  �	��' �	���
�	������	 $���	����� �	'�� ���  ������$���� ac bd � *a/b+*c/d+� 3��"�
�	���� ��� "���#���� $�"% .n�������% ����� ���$���� � ��-�� "���#��
���� n�������% � � ���������� ���#����� � �����	����� *�	 �	��� $���
 �� "���#���� *a/ b+ �	 *c/d+ �����#����� ���"� ���� *n/0+��������
�� �� !�� �� ���	,�� �	� �	� ���	����	 ��,���� �	���$	 ����������"��
���������� ���#������+
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K�� �	����	 �%��� �	��� ���	���  ��"�	���� ���"�����	� �
���	

S*.n+ � DS*n+ /O*n+�

�� ������' ���$"�� ��� S*n+ B O*nlog� �+� *6 �	��� $��� $�� "���#����
n�������% �����  ��"�	���� $����� ���"������% ������� ��"���� log� n
� ��� ��� ��������� D �	� ��� ����� ��� ������� � ��)�� ����� ���,��
���� O*Dlog� n+ B O*nlog� �+� 8��	-����  ����� ������ ��� ���$��' �	����
�%��� � �	#$�' ���,��� ���� O*0+� 6 �	��� $��� ��  �� ��
���	���
����" ���	$��	���% ������ 3��  ���%�$� �� �$���� "����� � ���$"��
)��" *����� �������" � �����+ ����� ����� �	��-�� �$��� 	 ����� ����
,�� "����,	���� �����  �!���" ��)�� ����� !�������� �	 !��� "�����
"����,	���� �  �����	 �	�	� (	��� ���	���  �� $��#����  � "������
�� ������� � �����  ��"�	���� "���	�)	� ������������	�  ���������
�� ��	���	����� .�D �"��	 ������' ����� ��,� �����  �����%�$�� �-�
 ����' �����

8
���	 ��"���� �	�#� �����$�	A �	 �	#$�� "����� �� ����� �%��"
���#���� ��"���� O*logn+ 	 ����� "�����' ���� O*logn+�

J	�������� �� ��� &"��
�� �������	��� *majority+� 8�	 ����� ���
�-����� ����� 	��"������ � ��	����� �-� �	��� = ��� 0 � �	��������� ��
���� �	��� �� $�"% ��	����' �	)� ������	���� ���$� �%�$���

������ ��� �� ������� �������� 	� ������� �������	��� ���#
�	 �	
���	 O*n+ � ������� O*logn log log n+*

������������� �	 �	��� $��� ��#�� $	#� ��������� ��)�� ���
��� �$���
 ���$� �%�$��� 7�� $��	���� ���"������A ����	�� ��$����� $��
�	#$�'  �������  ���� ���	$��	��� 3��"�	���� ���	��&�������� ���
��� "�����'� �	 ���%��� "����� �	$� ���	$��	�� ����	 �	����	 logn �	
���$"�)�� � �	����	 logn � 0 � �	� $� �	���� ���	 �$� ���	$��	����
�$��������� ����	 *�� ���� ���� �%�$	+� H	��' ���$��' �	���� ���	$��
�	���% �����> 3������	 ���,�� � $�����  ��%�$���� �	 ��#��' "������
*����	 $���� 0+ �������� � �	 ���$"�)�' *����	 $���� .+ � �� $� 6� ��
���	� ��� ��$

P
*k�.k+ �%�$���� ��$�� ��� ���$��' �	���� ���	$��	�

���% ����� ���� O*0+ � ��)�' �	���� �%��� ���� O*n+� 4 ��)	� ��"���	
���� O*logn log logn+ �	� �	� �	 �	#$�� �� log n "�����' ����� �%��	
��"���� O*log logn+�

�	����� ���  ��������	� �%��	 ���������� &"��
�� �������	��� ���
$��#�� � ���� ������������ !������� * �������" � ��	
�� ���#���� ��
��������	+� �� "#� �������� ��� ����"� ��������"� &"��
�� ��#�
�� ����	���� �� ���<���
�' � $��<���
�'� K�� &"��
�� �������	���
���� �����$��' � ���� !�� �$��	��A �	 ��	�� $��<���
�� ���% ���<�
���
�' �	����	 *n/0+�. *�	 ����� ��� ����� �%�$�� n  ��$ ��	�	����
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���-�����+� 8$�	��  �� !���  ��"����� �%��	 !�� ����
�	������  � n
�	����	�

������ �!� �� ������� ����	 �	
���	 O*nc+ � ������� O*logn+%
����	�����	� ������ �
 ��������� 3 � 3+3 *� ����� ����	��+% ����#
���� 	� ������� �������	���*

������������� K�� �	�	�	 �	����� ��� ���	������� �	 �	����
�������� ���$������ ���	������� �	 ��"���" �	� �	� !������� : � :@:
����� ������ $�	 �%�$	 � ����� �%�$�� �%��� ��"���� d ���� O*.d+�

E%��	 �"$�� ��������� �� !�������� ����,�����	 � ����� �%�$	��
*D�����,�����	+� H	#$�' �� ��% ��#�� ����	�� �� ���<���
�' � $��<�
���
�'  � &���"�� *a�b+�*a�c+�*b�c+� 6�%�$ �%��� �"$�� ����,�������
�� ��-�% ��	����' �	#$�� �� ������% ���� ����,������ �� ��-�% ��	����'
� �� $� *���� D+�

� � � � � � � � �


��� �� &����� 	� *�� �
��� D+����,	
����

3��$��#	� !�" ������"�
�� �	 k "�����% ��  ��"��� �%��" � Dk

�%�$	��� *8������ ��� !�	 �%��	 �� �"$�� ��������� ����,������ ����
$� ����% �%�$�� �  � ��' #�  ������  � ������' ���"���	� �� ������
�������	��� ��#�� �����	���� �� ������ ����,�����	�+ �� �� �$��	��
��� �	�"� ���	��"� ��)�A �����-�� k �	���� c logn  �� $���	����� �����
,�� ��!&&�
�����  �� ��
���	������� c * �� !��� ����� �%�$�� �	��'
�%��� �"$��  �������	���� �	������ �� n+ � �	 �,�� �	 �%�$	% ��"�	'��
����	����  ��������� �� $	����� �	� �	���	 x�� � � � � xn� *3���������
�	 ����	���� �	 �	���% �%�$	% �����	���� ���	�������+ 8�	���	���
�� ��� � ���"����' ������������ !�	 �%��	 �"$�� ��������� &"��
��
����,�����	 ���$� x�� � � � � xn ���� �����	��	 c $���	����� �����	� E���
$��	������ �����	� �%��	 �")����"���

8��	���� ����	���A �	� "$	���� $��	�	�� �")������	��� �������"��
)�' �	� �%��� ��  ��$<���� �-� ����� *(	��� �� ������	��� �����������
��% ����$�� � ������	�����% �	��"#$����% �	��� ���	��  �������+

:�	�  ����" #� �%��	 �  ���#�������' ������������ ���������
&"��
�� ����,�����	> 7�� $��	���	���� �	�A �	�������� �	��'���
�$�� �	��� ��	����' �	 �%�$	% � $��	#�� ��� �	 !��� ����������
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�	���� ��"�	'�	� �%��	 ��$	-��  �	������' ����� � ������������ �����
������' � �$���
� *�	���' 0� �  �� ����� �	��� �+�

���� ����� � �	������� �	�� ��� ���	-���� ����,�� �$���
� $	#�
 ���� "���#���� �	 ����� �����#��% �%�$�� *.n+ ��  ��"�	�� ����"����
*�	#$�� �� .n ������' ����� ����������� �� ����,� 0 � � ��	��� �%
 ���������� ����� ����������� �� ����,� 0� .n� 
 =+�

:�	� ���	���� �
����� ����������� ���� ��� ��"�	'�	� �%��	 $	��
 �	������' ����� �	 $	���� �%�$�� 3"��� $��� �$���
 ���$� ���% �%��
$�� �	��	 p� (��$	 �	 �	#$�' �%�$��'  ����$ �%���  �$	-���� �$���
	
� ������������ p � �"�� � ������������ 0 � p *����� ��"�	'��'  ����
�����' $	-�� �$���
" � ������������ p+  ���-�� ����	�� �	 ���% �%�$	%
���	�������

���� �	 ��-�% �%�$	% !������	 D�����,�����	 ����	�� ���	������
� �����������  �������� �$���
� �	 �%�$� ���� p �� �����������  ��
������� �$���
� �	 ��%�$� ���� �*p+ B Dp�*0 � p+ / p� B Dp� � .p�� �	
���$"�)�% "�����% �����������  �������� �$���
� �"$�� �	��	

�*�*p++� �*�*�*p+++� � � �

9�	&�� &"��
�� �*x+ �	 ������� P=� 0Q *���� 2+  ��	���	�� ���  �� ����	�

��% &"��
�� � $���	�	�� *���������� �� ����$���+ �	�	��	��� 3�!���
�"  ����$��	��������� ����	
�' ��������� � ��	� ������	� �	$� ������
�
����� ����� ,	����


��� 	� -���	�!� �� �!
��	� �

���� ��	�	�� �$���
� ����	����� ����,������ �� n 	��"������ *�	�
 ����� n ���-����+ �� �% �	� �����"� *n/0+�. �	� ��� p � *n/0+�.n B
B 0�./ 0�*.n+� (	��� ���	��� �	�	����' $���	�	�� ����	����� �	� ���
���"� 0�.n� 4 � ���
� �	� �"#��  ����������� � ��	� ������	 �	 �	��
������� .�n�



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

:�	� �	� ���	���� $��	�	�� �	�"� ����" *������)"��� ������ � �	�
���	��������" 	�	���"+A

*����� $���� ������� � A P=� 0Q� P=� 0Q 
	�	�	 ��������

�*x+ B Dx� � .x��

$���� ��������	��������� xk ���������	 ������������ ��������
xk�� B �*xk+* $���� x� � 0�./0�*.n+* 1���	 ��������	��������� xk ��#
������� ��
�	��	�� � �������	���� � 0 �	 �	�������� .�n 
	 O*logn+
2	���*

�	������ $��	�	�������	A  �������� �	  ���$���� &"��
�� � �� ��
$��#��% ����	%� 6 ����������� ����� 0�. &"��
�� �����	 � ����'��'
�  ������$�	� ����,� 0  �!���" "$	����� �� 0�. �	��-�� �	� ���������
����	�  ��������� � ����	  ���'$-�� �	�"���� &�������	��"� ��	��
"
*�	 ����� =�C0+ ��  ��$��� ��� �	 O*logn+ ,	���� �	���  �����"����
O*0+ ,	��� ����� $�'�� ��	#�� $� =�SS� 6 ����������� �$���
�  ���
�	�  ������$�	� &"��
�� �	��	 �"��  �!���" �	�������� $� �$���
�
�	#$�' �	�  ������� �����$���� � ��	$�	� �  ����" $�� $����#����
 ����,����� .�n  �����"���� O*logn+ ,	��� *�	#$�' �	� ����� ��� 	$	�
�)�% 
�&� "�������	����  ������� �$��� �	� � ����$� ������	 �����
�	��� �����+� 6����  ��"�	���� O*logn+ / O*0+ / O*logn+ ,	��� ��� �
������	�����

�	 �	��� $��� � �	��$���� ���	�$� ����� ������� "����#$����A �")��
���"�� �%��	 �	����	 O*n logn+ � ��"���� O*logn+ ������)	� ������ ��
!�������� : � :@: �����	� ����� n �%�$�� � n ��%�$�� � ��")�������
�� ���������" *!�� ���	�	�� ��� �	 ��%�$� ������� #� �$���
 �������
�	 �%�$�  ���-�� ��%�$�	�  ����$��	��������� ����$	 ������	��	�)	�+�
N��� ��� ���$��' ��� ��%�$	 � �	��' ���"	
�� ��	���"�� &"��
�� �����
,�����	�

3�� �	#")�'��  ������� &���"������� �$��������	� �������	� ����
���"�
�� �	��' �%��� *������"�)	� ���� AKS  ��$"�	��	� 4'�	�
H����,�� � E
�����$� ��	��������� ��$	��� � 0SFD ��$"��+ �����	 ���#�
�	 �  �������� �	��'��� �����  �����' ������"�
�� ���� �� �	���	�����
��� $����#������

6���)� ������ �������	����� ���"���	�� ��#��  ���&���"�����
�	�� � ������	% ���#����� �	��%��� �"����% &"��
�'� �	 ����� ����
������������' 	�������  �������  ������� ����,��� ����	 *�  ����
)�� �������� � ��� ����	&��  ���������� ����	 �� ���������% �����

�&�+� :� ����"� !��� 	������� ��#�� $��	�	�� �	��� "����#$����A

��AjtaiM�� Koml�os J�� Szemer�edi E� An O�n log n� sorting network �� Proc� of the �	th
Annual ACM Symposium on Theory of Computing� Boston� MA� �
��� P� �
�
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�

�")����"�� �%��	  �������  ������� n��������� ����	 *�	 �%�$
 �$	���� n ����� �	 ��%�$�  ��������� �$���
	 ���� �����
 ������+ �	���� ������' ���	�����  �������� �� n�

6���-���� � ��)�� "����#$����� � �%��	% � &���"�	%� �� "#� ���
������ ��� � ����� ������ ��������� �	����	 �%��� � &���"�� � !��
�	���� ��)� *�%��� !���������� �	� �	� � ��% �$��	�����  �$&���"�
�� "�����	���� ������ �$�� �	�+� 8�	���	���� ��� �	���� &���"��
��#�� ����	�� � ��"����' �%����

M"$�� �	���	�� �	
����� &���"�� ����� ���������% ������ � ��'�
��  ��$ ��	�	�� ��� &���"�	 �� ����"�� ���<���
�� $��<���
��
� ����
	��� � � �%��	% �"$�� �� ������	�� �	��� #� !�������� �	 ��
���� ��� �	������ �%��� �� �	���	�� ����� !�������� 	 ���#������
�"����' &"��
�� � �����	����' �	���� �%��� �-� ��������)�'� E��#�
����� &"��
�� h �����	�	�	�� size*h+ *������ sizeB*h+ �$� B � �	���
�	���,-����% &"��
���	����% !�������� �� ��'�	� �� $����������� ���
 ������	�� ���<���
�� $��<���
�� � ����
	��� � � "��	�� ��$��� B+�

�����	����' �	���� &���"�� ���	#	�)�' &"��
�� h �"$�� ����
��	�	�� fsize*h+� 8����$�� size*h+ � fsize*h+� M���� ��������� �$�	��
���$"�)�� "����#$���� ������	�)�� �	���� �%��� � ��"����' &���"�
��� 8����	��� ����� depth*h+ �����	���"� ��"���" �%��� ���������
)�' &"��
�� h�

������ �"� 3���� ����� ������ fsize*h+ � c
depth�h�
� � depth*h+ �

� c� log fsize*h+ *��� ��������� �����	�� c� � c� � ��� ���� h+* 4������
����	��% ���� ��������� depth � log fsize �����	���� �� ����� ��� �
�����	��� �	
*

������������� 3���	� �
���	 �����$�	A ���� �� ��� ��"��  ��
������)���� &�	������ �%��� ����� �	�����"�� �-� � $����� �� ��"���
�	 �� ���������� ���� ��	 �	��	 k �� �  ��"������ $����� �"$�� �� �����
,� .k � 0 !�������� *�	 ����� ��� !������	�� �������� ���<���
��
$��<���
�� � ����
	��� �  ����" ��������� �� ����,� .+� (� #� �	���
��#�� ��	�	�� ��$"������� 3"��� ��"���	 �%��� �	��	 k� 6�%�$ �%���
�������� ��%�$�� ���������� !������	� (��$	 �	 ��� �%�$�  �$	���� �"�
���� &"��
�� ��"���� �� ����,� k � 0� 3�  ��$ ���#���� ��$"�
�� �%
��#�� �	 ��	�� &���"�	�� �	����	 .k�� � 0� (	��% &���"� �	����"�
$�� �	� ��� ��)�' �	���� ��  �����%�$�� .*.k�� � 0+ / 0 B .k � 0�

6���	� �
���	 ����� ���#�	� ���� �� �"$��  �����	�����	�� &���
�"�" � �%��" ������������ ���	��� *���$�  �  ��������' $�� �	#$�'
 �$&���"��+ �� ��"���	  ��"���,�'�� �%��� ��#�� ���� �����	 � �	��
���" &���"�� 	 �� � ��� ���	��&�"� �	 ����� ���� &���"�	 ����� ��$
*� � � **p� � p�+ � p�+ � � � � pn+ �� " �	�  ��"����� 
� ���	 !�������� : "



���	����	� ��� !�� 	 ��� � ��

������% �	#$�' ���$"�)�'  �$��,�� � �����" �%�$"  ��$�$")��� �
��"���	 ���� n � 0� H������ ���� �� ������	�� 	���
�	�������� ���<�
���
�� ������ ��#��  �����	���� �  ��"���� ����� ��	�	������	����
$����� ��"����  ������� logn �	� � ����"����� �� �	� �� ������ �	���
 �����	���	��� � ��"�	�  ����������' &���"��>

8����	��� $	��"� �	� &���"�" ����� F � 6������ " ��-� �������"�
 �$&���"�" G *�	� ������ �� ��<�����  ��#�+� J	�������� &���"�
�" F� �����	�  ��"����� ���� ������ G  �$��	���� = *��#�+ 	 �	�#�
&���"�" F� �����	�  ��"����� ����  �$��	���� 0� @����  ����� ��� F
�	��������	 &���"��

**F� � �G+ � *F� �G++�

���� �� ��� "$	���� �	������ &���"�� F�� F�� G �%��	�� ��"���� ��
����,� k �� $�� F  ��"����� �%��	 ��"���� �� ����,� k / D�

(	���  �����	���	���  ������ ���� ��� ��� &���"�� F�� F�� G �����
�	����� ����,�' �	���� ��� ��%�$�	� &���"�	 F �

*����� 5 ����� ������� �	
���	 n *��� ����	����� ����2�� n+
���� ���������	 �	
���	 �� n�2 �� Dn�2*

������������� H	#$	� &���"�	 ���� ���<���
�� $�"%  �$&���
�"� $��<���
�� $�"%  �$&���"� ��� ����
	���  �$&���"��� �	�	� ��
���' &���"�� �"$��  ���%�$��� � �-�  �$&���"�	� �	 �	#$�� ,	�� ���
���	� �� $�"%  �$&���"� �	�����,"�� (��$	 �	 �	#$�� ,	�� �	����
"���	�� �� ����� ��� � $�	 �	�	 �  ����" �� �� ��#�� �����	��  �����
#"��� Pn�2� Dn�2Q ���
� �������� �����	���� �������� @���	 $��	�	�	�

6����	�  �$&���"�" G �  ���)�� !��' ����� �� �	�	����"�� ���
�	���� ���% ��-�% &���"� F�� F�� G ��  �����%�$�� D�2 �	����	 ��%�$��'
&���"�� * �$��	����	 �"�� ��� �$���
� ��#�� ������ "����,��� �	��
��� &���"�� � ��������� �	��� ��#�� �"$�� ���������+�

3������� �� ���� ��-�� &���"�	� F� F� � G ��� #�  ��-�� ��$����
� ��%  �$&���"�� ���$���� �	����	 � �	� $	���  ��	 �� �� � "������
$� &���"� �	���� �	����	 ������� ��#�� �	 ��	�� � ��$� �%�� �	�
"��$��� 6 �����  ��"����� $����� � ���	��&�������� ������ "�����'
�	 �	#$�� �� ������% ����� �%��� ��"���� D 	 � ������% �	%�$����
�%��� ��"���� O*0+�

K�"���� ����	�� ��$"�
��'  � �	����" &���"�� ���	#	�)�' ���
�����"� &"��
�� h �����  ��"���� �
���" depth*h+ B O*log fsize*h++�

����� ���� ��������� ����������� ������  �����! ��"�� ��!#��� ���� �!������
��� #$#��� ��% %�% ������  �����! �� �$&�&'� ������ ����! �������# �����(� �� �
��� ���� ��)��� )��%���%� %��'! )����"��%� ���&��*��� #����� � �� #$#���
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��	�
� ��� 8 ��$���� ��"���" &���"�� �	� �	����	����� �����
���#����%  	� ������5 $�� �$������	��� �"$�� ���"#	�� ����
	���
�����	�� �  ��	�� *�A+ ������ �A� 3��	#��� ���  �� !��� ��  ��"�����
������ ������A �����	���	� ��"���	 &���"�� �	 ����	�)�' �������"�
&"��
�� f  ��� 	$	�� � �����	����' ��"����' �%��� ��������)�' f �

8 ��$������ &���"����' ���#����� fsize*h+ �	����� �� �����	 �	�
���	� 8�	���	���� ��� �$��� *� ������� �� �%����' ���#�����+ �����
�	���	 ��#�� �������� fsize*h+ ����� ��� � �����	��" �	��

��	�
� �!� 8�<������  ����" $��	�	�������� ������� T ��  ������
����� �	 ��"�	' &���"��

3����� �	���� ��$	 $���	����� &"��
�� p��p�� � � ��pn *��	� � ����
��	�	�� ���#����  � ��$"�� .+� 7�	 &"��
�� ����� &���"���"� ���#�
����� O*n+ ���� ���#����  � ��$"�� . �%�$�� � �	���� 8$�	�� � �	���� :
:@: �� ��	 ����� ����,"� ���#����� �	� $��	�	�	 M�4�E"��������	��
:$�� $��	�	�������	 �	���	A ���� �	������ ��"�	'�� ����	��"�  ����
����"� � &���"�� � ���<���
���� � $��<���
���� �	 ��"�	'�� ���
��	���� ��	����� = ��� 0 �� &���"�	 " �������� *�� ������ !�	  ����
����	�  �� 	$-�� �� � ��������' ������������  �� 	$"� � $�"���+� ����
$��	�� �	� �������	��� �� �� &���"�� ���	����� ������,	� �	��� �
� $�"��' ������� !�	 �	��� ��-� �	��� $��#�	 ��	�������	�� ���#����
���	�,�%�� 	��"������  � ��$"�� .�

��	�
� �"� K��	�	�� ��� &"��
�� ����,�����	 ��#�� ���� �����
����	 �� ������ �%���' �� � &���"��'  �������	������ �	����	 ��$���
#	)�' ������ ������ : � :@:�

��	�
� �#� K��	�	�� ��� ��	����� fsize�*h+ � fsize�*h+ $�� �$��'
�"����' &"��
�� h � �	������%  ����% �	�����  �������	���� ����	�
��A �")����"��  ������ P *�	����)�' �� �����	 �	�����+ $�� ��������
fsize�*h+ � P *fsize�*h++  �� ���% h� *?�	�	���A �� ������	�� ������" 01�+
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� ������� ���	�	 
��	����	����� �����	�	���� ���� ���������
���� ���� �� �� ��������� � �����! ���������� �������	 �"	� 	����
���#���� ������	��!� $����� ���� ���"��#�	 %� 	����� &�� ���
"� ��	�	����� "�� �������' 
(� ���	 ���#��� �������	����� ��"��
��)� � 
*�� "������ �� �	������ �������	����� ��"��� ���#��)� �
������ ��+	�	 %� ������� ������� ������ ��%��� �� ����	"�����
�������	 �� ����� ��	�	���� �����	' 	, ��"���, �����	 �� ��	! ���
"����� ���#�� �� ��� %�� �������� ������ � ������ ��"���� ��
"�����	����� �, ���#���� � ������		 	�	��	���� ��������� %���
����� �	#� ��	 �����#���	! ����	�	���! ������ (��� ������������
���#���� ���, ��"�� ���"����� �����	 ������� ��	��� �� �	���!
�� �-�������������, ���	 ���������

.�" �������	����! ��"��	! ��"	� ������� ��	"�/��/ ������/
����0�/' �� ��"������ ����� ��#�� ������� 	��� %� �����#�� ���
	�
��� �"���	����/��! ���	"	�1	���� �������� � �"�������� ���	�
"	��	��! �,�"��� $������ ������� �	�� ��	�"� ��"	 �"� � ������	�
��� �	�����! -���0�� ��� ��#	 ������� ���	"	�1	���!� .�%��� �
"����	!�	� �� ��"	� ����������� ����#	��� 
�	��� ��"���� � 
���
������ -���0�/� ��� ���������	���	�

(��� �	 ���"�� ���	�� � �����#"	��	 �����	���� �����#���
�	! ������	��! 	���� ��	"���	"�� ����� �� �������� 	1	 �������	����
�����
���� 
���� ������� �	 ��������� �������� � �������� ����
������ �������� �����
����� 2�	��"�� �� � ���� ���	��	 �	��
�����	���� �������� �/��! ������ ���' 
����� �� � �	��� �� %�
��"��� �� ���� ����� 3�	"	�� �	 �	���4)�

�� ��"	� ����������� ���#���� �	�	��� ��"��� �� ��	� 3�����
�� �	����	����4 ���#	��	 �,�"��� 5 
������	���!� ���� ��	��� %�
������	 �� ��� ��	�	��	 ��� ����� ���� �	����� 3��	�� �����
� � ��4 �	��/��	�� "�� �	�	��� ��"��� ��� ��	���	��� "���� �,�"��
6��		 ����	 ��+���	��	 %�! -���� "�1	�� ��#	�

������� ����	
�
� �� ��������� ��
�� ���� ������� ��������������
���
� 
����
� �� ������	�� ����� !��� �
" #$%  �&'�����

� �������( 
�

����)* #+%, ����'-�

&* � .��� ���&��� /0������!����"� 1�����'�
(2�

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� ������������



�� ���������

�� ������	
�	 ���� ��
���� �����������	���

�,�" � �	����� ��	"������/�� ���	����� ������� � �	������ ���
�	���� ��-���	 3� 	� ���	����� ����	"���	�������� %�	�	��� �	���
����� ���	����� ���#	���4� 6��		 ��� ���� ����������	�� �����
"������! ��-���� 7���	 �������	��	 �� ��� �	 ������� ���	�	��	���
�� 8 "����	 �/��! "������! ��� ��"��� ��#�� �-����������� ����
���� � %� ��"	 	�� � �	������ ���	���� ��-���	 3���/��/�	� �
�	�� ������ ���� 0�-�� � ��	 ���	 ��	0������	 ����� ���	��/��	��
� 	��	 8 ����� ������0�� ��	����	���	 �������	��� � �����4�

9�� �	������ ������ ��������� � 	� �� ��������� 3��������
��	"����� ��+	� ������ � ���	���� ��-���	4 ��#	 ��� �	������
�� � ���#���� ��"��� ��	��"�� ������ � ��"������� �� �	 ��"	�
��"����� ������������� �� %�� ������	 � "����	!�	� ��"������ ���
�� ��"� ���������� ���� ���� ��"� ��"�����	����� ������		 	�	�
��	���	 ��"������ 3���#	� ������ ����� � ����0�����! ���	�	 �����	�
���: ,�� � ������ ��������� ���	�� ���	�� �	 ������ �� ��������/
��	"������	�� ������������	 "������! ���	��4�

.��� �� �������� � -���0��, � �"���� �����	��� � "����	!�	�
��"� �������� � -���0�� � �	�������, �����	���� ;�	���	��	 ��-��
��� �� < ������ 3��������� 	�� =4 �������	 ����"������ ���	���/
����	"���	������ ���� ��� � � � � �n � ��-���	 A �"��� ������

��=��= � � �=�n= 3<4

� ��-���	 A � f=g� 6�"	� ��	� � ��"� %� ��	����������	 � 	, ����
���, ���"� �������	 #	����	 ����������� -���0�/ � �	�������,
�����	��� ��� -���0�/ � �"���� �����	���

.���	"	� �	������� ����	��� �������	����, ��"���

������ �� ��	�
	�� ���	�	�� 	� Q�

��� ����� A �	��� m�n! "
������ ������� # �����
����
���
! ����������
��� b 3����� �	��� m � <4! ���� ������$��
�	 �����
���� ����
�

%&�'������ �	��'�� 
� � �����
���� ���
� ������

Ax > b) 3?4

.�	"����� %� ��"��� � ��"	 ��"��� ������	��� �	�����! -���0���
$�� ������ ��#�� ������ ��"������ �,�"� � ��"	 ����� � �	������
��-���	� � ���	��	 ��-���� �����1	�

f@� <�=� ���g�

A	��	 ����� ��"	� ��������� � "������! ���	�	 ��������� ���� 
��
"�� �������	��� ���0�	����, ���	�� ��0��������	 ����� p�q ��"	�



	�
��
�� ������������� ����� ��

��������� ������ ���3p4 � ���3q4 � ����	"���	������ ���	� ��"	� ���
������� ���"	��� ������ ��������, ���	� ������ =�

� ��������! ��"�����	 �,�" ��"��� ��	�
	�� ���	�	�� 	� Q 8
����� ���3Ax > b4 ��"���/�		 ����	"���	������ ���	�

m�n� a��� � � � � a�n� a��� � � � � a�n� � � � � am�� � � � � amn� b�� � � � � bm�

�"	 aij 8 %�	�	�� ����0� A bi 8 %�	�	�� b�
B���0�� �����/ ��#�� �������� ��		 ��"

�3t4 >

�������
������

<� 	��� t > ���3Ax > b4 "�� �	�����, A� b

� Ax > b ��		 �	�	����

@� 	��� t > ���3Ax > b4 "�� �	�����, A� b

� Ax > b �	 ��		 �	�	��!�

�	 ���	"	�	�� � �/��� "����� �����	�

3C4

.���	"	���! ����	� ������� � �"���� �� ����, ����������	���,
� ��	����	 ���� �������	����, ��"�� 8 ����	��	 ����	������
���	�� �����	��! ��� ���		 ���� ����	��	 ��"������ ���!��� � ��+�
	�� �������	 ������� ����	�� �,�"�� ��"���� � �����	 ������ �����
��� � ����	��	 ���������� &������� 7�� #	 ��� � � ����	�	 < ���!
��"��	 ���������	�� -���0�� ������ ���� � ����	���	 �������/
��+	�� < 	��� ��+	� �"���	����	 ���!��� � @ � �������� ����
��	� 9��� ����� �	 ����	�� �������	� ��+	�� -���0�� �� ���� ����	
�	 ���	"	�	��� D� -���0�� ������	�� ���������������� ��������
���#	��� �������! ��+	��� �"���	����/��, ��"������ ���!����

5-��������	� 	�1	 �	������� ��"�� � ����	������ �����	��! � ��"	
��"�� ������	��� ,����	�����	���! -���0�� �	������� ��	"�����
�� ��	, ��������, ��#	 ��"���, � ����	������ �����	��! ��� ���
�	� �����	��! ��"�����	��	�� �� �������	�� ,����	�����	����
-���0�� ����������� 3C4�

������ �� ��	�
	�� ���	�	�� 	� Z��
��� ����� A �	��� m�n! "
������ ������� # ��
�� ���
!

����������
��� b 3����� �	��� m�<4! ���� ������$�� �	 ��
��
����
�

%&�'������ �	��'�� 
� � ���������
���� ��
�� ���
� ���
���� ��������

Ax > b) 3E4

������ �� ������ ���	�	�
 � F��
��� ������
��� p�� � � � � pk � F�Fx�� � � � � xnG�
%&�'������ �	��'�� 
� � &�
� F� ������ ��������

pi3x�� � � � � xn4 > @� i > <� � � � � k) 3H4



�� ���������

*�� ��"������ �������	� ������ � �	������ ��-���	) ��#�� ���
����	� ������ �	�	�� �������	�� d � �����	��� �	�	�	���, n ��	"�
����� �������	� � ��"	 ����� �������

p3x�� � � � � xn4 >
X

��������n�d

p������nx
��
� x��� � � �x�nn �

����	 �	�� �	�	������ ��%--�0�	�� 	�� ������� � �	������ ������
�	���� �����		 ����"�	� $����! ������ ����� � �� ���� �	�	���
���� ��	 �	���	��	 ������ �������� ��#	 �, ��%--�0�	��� D�
������� ���� �����"�� � ������� �	���� �����! "����' "���� �����
�� �������	�� x� � � � � � xn �	���� �������� ����"�� nn � ����� 8 �	
�����	 �	� n logn�

������ �� ���	�	�� 	� Z�

�� ������
�� p �ZFx�� � � � � xnG�

%&�'������ ���� 
� ��'���� � ��
�� ���
� � ��������

p3x�� � � � � xn4 > @) 3I4

�� ������� �	�	
�� �����

*��"� �� ��	�#"�	� �� ��"��� �	��� ���#�� 3� ��	"	����� ����
��	 8 �	�����#��4 ��	�"� ���	�� ����	��	 �� ��	�� ��	 �������	
������� 	1	 �	�	���� $� ���0� %� ����	��	 ���� �	���� 8 �� ��#	
���� �� ���"���/ �/"� � ��"��	�) &� ��#�� �� ���!�	! �	�	 ��	�
����� � ��� ���� ��	�� ��	 ���	���	 �� �	��"�����! "	�� �������
������	��!�

.�� %�� ��� ��	�	��/ ����� ���	 ������� �����	 ��#�� ����
� �"�������� ������ � �����	 ��#�� ,�� �� � ����0��	 �	���������
.���	"�		 ������	 �� ��	 "	!���� �,�"���	 � �������	 ������	��� 
"��#�� ��� "
���������� � 	� "�������� ������� 3"�#	 ������
�����4 �������	�/� 5����� ������	��� �"���	����/��! ���� ���!�
���� ������	�� 
���������

� C@��	 ��"� ���	�� 3	�1	4 �	�� ���� ���"	���� �������� ���� ���
��� �� -���������� ���	"	�	��/ ������ ��������� � �	�����	
��������� �	������� ��������, ���	"	�	��! � ���� "������� �, %����
���	������ .���	 �	�� ��� �-����������� ����	���! ��	�� ()��� 
�����! ��	�#"�	 �� ���		 ����, ���	"	�	��! �"���	����/��,
�-�������������� ���	 �������� �	 ���	���	� 7	��� (1	��� �	 �����
	�� ��	����	���� ��	�#"	��	� ����� �� ����	"	���	 ������� �	
-�������������



	�
��
�� ������������� ����� ��

���� �����	�����

.�	#"	 �	� "���� -��������	 ���	"	�	��	 �������� ��	"	� � ���
��#"	��	 �	-��������! �	�����# 8 J������	��� D� "������� �����
���	���	 ���	��� 8 � �	�� ���	���� ����� 3����	� �����! �����	� 
��#	 ��� ����� ���"�� �	���4� $������	 J������	�/ "	!���� ���
#	 �	���� ������ J������	�� ��		 �������� ������� �	������� ���
�	����� ��-���� 3����� ���"�� ��������4 � ��������� �, ����������
*���	 ��� �� ��		 ����������� ����0���� D� ������	 �� 	���
��"�� 	�� ���#�� � �����! ����	"	�� ����0� �	�����! -���0��
�� ���	����� ���#	��� � ���	���	 ���#	��� � J������	�� ��#	
��,�"�� �� �����	��� -���0�� 	1	 ����	��	�

.����� %��� � J������	�� 	�� �����"�� ����� � �	�������	��
��! 3�	����	���!4 ������ 	��"�� 5����0� 	��"� ��	/ �������
�	���! ����	� �� �� J������	�� ��#	 ������� �� ��, ���� �����
���	���	 �����	��� ��������� &� �	���, �����0�, 	��"� ��������
��"���	 8 �,�" �! -���0�� �����/ ��#�� ��������� J������	��
��#	 ����� 	��"� ����� ������� ��������� ����	� K�������
��	�� %� 	�� "	�	������ 	� �� �� �"�1	 	��"� � �	�������
���	! ������

J�����0�� ������ ��	"�	 J������	�� ������� � �"	����/
���#	���� ��#�� ����� �� ��� ��"�/ ����0� ����	��! -���0��

h�������	 J������	�� 	����� �����0�i �� h"	!���� J������	��i�

�"	 h"	!���� J������	��i 8 %� ����	 ��"	�#���	 	���	! �����0�
� ��"� "��#	� J������	�� �������� 	��"� 8 � ������ ��� � ���0��

����� J������	�� � �	������� ����������! -���	 ���#�	 	
�	�����	 #���	���	 ����0�� ���"� �� ����"���	� ����� � ������ 
�����"�� ��"����	 ��	�� � ������ �������	�� �������	� ���������!
����! "	��	�� "��, ���	� � � �� � 	� ���"� �� 
"	!���	� �� �����
������

5 "����! ������ "����	 ���	 �������	 �#	 �	��� ��	����� �
-��������	 ���	"	�	��	 �� � ��"	 �"	���� � ��	"�/�	� ��"���"	�	�
�����	� ��"������� %��� -���������� ���	"	�	��� �	 �� �# ��#���
9"����	���	 ���	��	���	 � "����	!�	� ���!��� ����� � �� ��
��	�#"	��	 
J������	�� ��������� �������� ��	�	"��! ��� ������	�
��!� ��#�� ������� "������� ������! �����	���! -������! �	�	�
�	���	 �����! ��"���/ �������	 �������! ���	! ���	�� 3J�������
	�� 	��"� ���#�� � ������0����4 "� � ����	 ��	�	"���� "	!����
J������	��� D� ���!��� ,����� �������	�� � �	-��������� ��	"���
��	��	� �� %�	�	������ "	!���� 8 	��� �"	���� ����	�� �����	 "	!�
���	 � � ��	�#"	��	 � �� �� �"	���� ��	��� %� "	!���	 "��#��



�� ���������

��� �	 ������� ���#��� 3"������4� $�����	����� %��� ���!���
"�� ��������	���� ��#	 -���������� ���	"	�	��� �������� �	��� ���
��	�� �� ����	"	����� � ���"� H �������� "�����	����� 	��	�� *��
�� L M	�����

���� ���	� �� ��	!

.���	"	� -��������	 ���	"	�	��	 �������� ������������	 � ��	�
"�"���� �	-��������� ����#"	��	��

*'�� +������ 3������1	��� �74 �"�������� ��"�1	�� �������	�
������ 3S� �A�Q� q�� 	4 �"	


 S 8 ���	���	 ���#	��� ������	��	 
������ �7 3� ��	"�"��
�	� �������� %�	�	��� %��� ���#	��� ����	���/ ��	 ����
��#��	 ������ �� �"��! �����0	 	��"� ��"����! J������	�
�/4:


 A 8 ��#	 ���	���	 ���#	��� ������	��	 ���'��� 
������
3� ��	"�"��	� �������� %�	�	��� %��� ���#	��� ����	���/
������� ������� ��������	�� ��"���	 "�� J������	�� � �	�����
� 	�� �����4:


 8 ����! ������ 3��� ����	�4 %� �	�����! %�	�	� S n A 3�
��	"�"��	� �������� 	�� ����	���	 ����� �����0� � 	��"�
J������	��4:


 Q 8 ���	���	 ���#	��� �������! �������/�	�� ����!��� �7
3�	-�������� 8 J������	��4:


 q� � Q 8 ��������	 �������	:


 	 ' Q�S � Q�S �f�<� @� <g 8 3��������4 -���0�� �	�	,�"�� �7
3�	-�������� 8 ���#�� � ������0���� "�� J������	��4�

%�������� �7 ��"�1	�� ��!��! 3�� p� q4 �"	 � 8 �	����	���	 �����
� ��-���	 S � 	� ������������ ����	"���	������ s�� � � � � sn� � � � %�	�
�	��� S: p 8 �	���0�	����	 0	��	 �����: q � Q� 5������ ����� �
��"	� ��� %� ������ ��	"������ ����������� �� 
���� ������!
�� ������ �� ��	!�	 �� ������� &� �	�	 ��#	 ��		�� ��
��� ������
�������#	�� ��" ��	!��! � ���	��� p� &����"�� %� ������#�	�� ��'

��������� ����	
� O

���
� s� s� � � � sp � � �

������ ����
 @ < p

.����� �	�� ������ 7�/����� ��		 �&��
��$�� ���������� ���
�����	 ������� ��"�1	�� %�	�	��� q ���#	��� Q�



	�
��
�� ������������� ����� ��

5������� �7 �	��/�� "����	��� K� �"�� ��� ����� ��������
/�		 ����!��� �������	 ��	"�/��	 "	!���� 3������	� �� �7 ���
,�"��� � �������� 3�� p� q44'

�4 ����� ������ ��,�"���!�� ��" �������! 3� 	� ���	"	��	 sp4:

�4 �����
��� ����	��	 -���0�� �	�	,�"��' 	3q� sp4 > 3q�� s�Np4 3	���
-���0�� �	�	,�"�� �� ���	 3q� sp4 �	 ���	"	�	�� � ����������	
������ 7�/�����4:

�4 	&������ �� �	�� � ��	!�� p ������ s �"����	 ������� �� Np �
�	�	,�"� � �������	 q� 3"������ ������� ����	 �������	 ������
��"�1	�� ��!��! 33s�� � � � � sp��� s� sp��� � � �4� pO Np� q�44:

�4 	��� pO Np � @ � ����������	 �������

����� ������ 7�/����� ������	�� �� �������� 3� � � � � @� q�4 �"	
�� ���	���� ������ � �������� �� �������� ��	��	�� ��-���� 3����
#	��� ���, ���� ��������	�� A�4 ��	"�	 �	����	���	 ����� 0	�����
������		 �� ����, ��������� 5���� � ��"	� ������� ������ �7� �
�/��! ���	� ��	�	�� ����� ���������	 �� �	�	 �"�������� �������
��	�� � ��"	 � � � �  �"	 ����	"��! ������ ����� � 8 �	 ����! � ��
��� �"� ����� ����	 �������� 6�"	� ������� ����� � ��&�
�	�����
����� 
�����

�������� �"�� �� ����� �� "����� ������ 7�/����� ����#"�	
����	"���	������ �������!

3��� @� q�4� 3��� p�� q�4� 3��� p�� q�4� � � �

9��� �7 ����������	�� ��������	��� ���� �	�� � "��������
�	�	" ��������! �������� ������	�� ��	�
����� ����� �7�

*�#"�� ������ 7�/�����  �����
��� �������/ -���0�/ �� ��
A� � A� �����#�/��/ �,�" � � �	����� ����� �7 �� �,�"	 � ���
������� �� �	����� ����� ����	�� ������ �� ��	��	� ��-���	�
$�� �,�"�� �� �����, ������ �	 ����������	�� ��� �	����� ���
"	�#� ������� �� S n A -���0�� �� �	 ���	"	�	��� J� ���	"	�	���
���� �� �/��� �7 �������	 ����� �"�� -���0�/ 3��� ��#	 ���"	
�	 ���	"	�1	���/4�

"�������	�� �� (������ ������� f �	 A� � A� �	������ ���
���
����! ��
� ��$������� �'�� +������  ! �
� ������� �� > f �
,�� "��� ����� ��������! ��� f �����
�� �  �

&	 ��	 -���0�� ���������� D� ���� �� �����	��� ������� ����
#	��� -���0�! 3��������4 � ������� ���#	��� ����� 7�/�����
3��1	��	 ���#	���4� 9�� � ����	 ����	�� �	���������, -���0�!�



�� ���������

2"�� �� ��#�	!��, 8 &���
�� ��������' "��� ������ 7�/����� �
�,�"��	 �����: ��#�� ����	��� ����������	�� �� %� ������ 7�/�
����� �� "����� �,�"	�

���#	�	�� �� -&����
��� ������� � ��������� �
�� � ������
��� 
�����! ������$�� &���
��� �������� �'��� +�������

.�"������' ,�� ������ 7�/����� �	�����	 -���0�/ �� �	����	��
��� ���#	��	 ��� ��#	 ��� ������� ���	���� �������

�� ��� 
���! � ��� 
���
�	 ������

���� ���#	���� ��$����	��

5��#���� ������	��� 3� 	� ����� �������� �� "����� �,�"���
����	4 ���	"	��	�� �������� �	��/������ "�� %��� ������	���� $��
��#�	!��, �	����� 8 ����� 3�����	��� ���� ����� "� ��������
��� �� "����� ��������	��� ���� ����	 8 �����	��� "	!���! J��
�����	��4 � &���� 3���������! ���	� ��	!�� ��" ������ ��������
������� �7 � ���0	��	 ������	��� ��� �����	��� �����0 �������	��
��, J������	�	�4�

J�� �	���� �	��	��! "�� �����	���� ������	��� 8 %� ������

���� ���#	���� �!�����

(��� �,����	������� ���#���� ����� �������� 3� 	� �������
������	��� -���0��4 �� "��#�� ������ �� �������	 ����� �������
�� �� ��	, �,�"�,� 5"	��	� �� %� �"��� �� ������		 ����������	���,
�������� �����! ������	�� 
���#���� � ���,�"�	� �����	��

6�"	� ������� �� ������ 7�/����� M �����	 �� ��	�� T�3n4 
	��� �����������	 3�� ��	� �,�"�� "���� n4 �����	��� ���� �����	
��������	  "� �������� ����� T�3n4� ���������� ������ 7�/�
����� M �����	 �� ����� S�3n4 	��� ������		 �"��1	���	 � �����
�� �	�� ����#	��	 ������� ��� ������	���, �� �,�"�, "���� n ����
�� S� 3n4�

J�� ���#���� �������� ,����	����	�� �	�����! -���0�	! �
����������� �����	���

���� ���#	���� %�$�

&� "���!	 �������� �� ��� ��	�	��	 ���#���� �������	����!
��"���� �	��� ��"��� ��#�� ������� ��������� � 	�� �����	 -���
������	 ��"	�� ������	��!� * ��� #	 3��� FIG4 ������! ��",�" 8
���	"	��� ���#���� ��"��� �� ���#���� �������	�� �������� 	1	
�	��/�	�� �	 �����	�



	�
��
�� ������������� ����� �	

.�%��� ����� "����! ������ ,����	����0�� ���#���� ��"���� 2�
����� � �� �� ��"	��/�� ������ 	, -���0�! ������	��	 �����,
�����#�� ��� ��"���	��, �������	���, �� ���	���	��	 �	������

&�����		 ��#��	 ������ ������/�� 	��� �����"���� �������	���
�� ��� ��	�	�� ����� �P��� ��������	��! ����� � ���������� �
"���� �,�"���� ������ � ������		 ��#��	 �������	 �	#"� %--	�������
� �	%--	������� ������	����� ��"�1	�� -���0���� &�
�����
�����
����� B���0�� f3n4 8 ��������������� ���� 	��� "�� �	�����! ����
���� d ��� "������� ������, n �������	�� �	���	���� f3n4 � nd�
� %�� �����	 ��"	� ����������� �������	��	 f3n4 > poly3n4�

"�������	�� �� .������ f &����
���� �
��� P 3� �	������
&�
�����
��� �����
����4! ��
� �� �����
�� � �'��� +������
 ! �
� ������� T�3n4 > poly3n4�

"�������	�� �� .������ f &����
���� �
��� PSPACE 3� �	��
����� �����
���� � &�
�����
���� &�����4! ��
� �� �����
�� �
�'��� +������  ! �
� ������� S� 3n4 > poly3n4�

���� ��$��� ����	���&

.��� �����! �� ��������� � 	���	! ���#���� ������	��! ���
"�1	 � %�� �	�	 ������' 
���	�� %--	������� ������	��! ��#"	�
����	�� � ���������������/�) 7���! ����� �	 ��	"�����	�� ��	�
��"��� � �# ���	"��� �� �	 	"����	��� �����#��!� .�������� � "����
�	!�	� ����#	��� �� ��"	� �	� ��	0������, �������� ��#"	�����
�������������/ ����������� � %--	������� ��� �"	��� �����
�	��	 � "�� ,�� �� ����	�� �����	����

2�������� "�� ����� ������ "	���� �� "�	 ������' 	��	��	���	
� ������	���	� &���1	� � �	���,�


 .������� �"���� 	� �� ��� ������� �����	���� �������0���
D� �����	����� ��"	 ������ %�������������� � 	���� ���
����	��! ��#	�


 �������� �� ��� -����������	 �������	����! ��"��� ��� ��"��
�� ������	��� -���0�� �� �����, 	�� �������� ��������! � �����
��� �����#��! ��"������ �,�"� � �	������� &�����	� �	�	���
����� �� n %�	�	��� ��#�� ��"���� ����0	! ����	��! 3��� -����
0�/ �� ���#	��	 f<� � � � � ng4 ��� ����0	! n�n� .���	"��! ������
�	 %�����	� 8 ��#�� ��"�� O3n� log n4 ���� ��	�� O3n logn4 ���
�� ��� � �	���� �����	 �� ���� �"��	� ��� -����������	 ��"��
� ���������� V�	���� �� ���� ���	"	�	��	 ���#���� ��"��� �	
�����	�� � ���, 
�	���	!� ��� �"����� -������������



	
 ���������

*�� �� ������ ��#"	���	��	 %--	������� � ���������������
������	��� ��		 ����� � � ���� ��	��� ������� ������	��! ,�� �
�	 ��	�"� ����	����� &������� �� ��	 ���� �����#"	��� �����"���
� ������/ "� ��������������! ������� �� �� ����	������
����������	��! 	���� � ������	 ��#"�	�� � ��	0������, ���������
���,� 7	� �	 �	�		 �#	 � �	�	"��	 I@��, ��"�� ��� ������	����� ����
������������� ������� �� 	��� "�� �������������, ��������� 	��
����� ������� �� %--	�����/ �	�����0�/ 3������	��� �������/��	
��"��� �	��/�� �� �������	 ��	��4 � "�� ���������� ��������� �	
��	/��, �������������, �	�,��, �0	��� �	�	��	 ������	��� ������
��/��, ��"�� ������	 �	���	��	�� ������	 ��	�� � �����"� ������		
�����	�� %������	���	 ���	�� �	�	��� ���, ��"�� �����������
������#	���	 ��������� � � ��

� ����	"�/��	 ��"� ����� ������ 
%--	����� ���������!� ����
����� � �	������� ���	������ .�������� ���#	� �����	 
���������!
�� �	�����	 ��	���� 2�� ���		 �"	����� �������	 ����0�� ��������
/��	 � �������	����, ���	��, � �����, �	��	�� ���������	��
������ �	��0��� &� �"���� ��������	�� �	 ����� 	�����! �	"���
�� �����! ������	 � 	�� ����! ������ �� ��	�� ���	!�� �����
���		 � ����	�� 	���� $����	 ���	 ���	"	�	��� �	 �������/ -���
������ ������ ���	 ����0�� ��	�	����� ��� ��� �	 ��"�� 2"����
���	�/ ���	��� ���������� ������� -��������	 ���	"	�	��	 ���
,�"� �� ��	"��#	����� ����	���

.����	 %--	������� �������� � ����	"��	 ��"� ���� ���/��� �
�	�� � �	��������	 �������� �����/��	 �� �������������	 ��	��
3� ��, ��� ��#	 ���"	� W�<4�

"� #�� ��������! ��� 
�	 � ������	 ������$

(��	�� �	 ��	�����! �������/ ��� �����#"	��! "��#	� � %��
�	�	 �"������' 
*��) ����	 ����� �� �	 ���� "��� ���+���	��	 %��
�� �������) .����	 ��"��� �	��/�� �� �������������	 ��	�� ���#�
��	 8 �	X�

;�� ���! �����! ��	 ����	��� "��	�� �	 ��	�"�� *��	��� 	��
����� ��"�� "�� �����, �����	�� �������������	 ��������� ��	
���	 ��"��� �� ����	� �������� J� ����	��� ����	"	���, ���	 
�����! ����	�� ��"��� � ����	������ ���	�� ���	!��, �����	��!
� ��0��������, �����, 3����	� <4� .������������! ������� �	�	���
%�! ��"��� ������ �	��� 3���	�� ��	�	��/�	���� %--	������
�� ���������� � �� ����	 � ���������� �	�	��� ���	� ���	!��,
�����	��! �����	� � ������ F?G FYG F<G4�



	�
��
�� ������������� ����� 	�

� �	�����, ������, "������� ������	 �������� �	��/�	�� ���
"���: ����	� E 8 �"�� �� ��, 3%� ������ "	���! �����	�� Z����	��:
"�����	����� �	����������� ����	���/�	! -���0�� ��� ������
�	� � FHG4�

&� "�� ��������� ����� 	�	��	��� �������/��, �������	����,
��"�� �	 �"�1	�� �� ������� %--	�����! 3>�������������!4 �����
��� �� "������ ������	 ����� ��������� J�	��� ����� ������
��	 ����	�� �� ���"	�� <' �	�	��	 ���	!���� �����	��� � �	���0�	���
��, 0	��, �����, � �	�	��	 ���	�� �����	��! � ���	 �� "��, %�	�	��
��� *��	��� �	�"��� ������	��, �����! �� �����	��/ %--	�������
�������� "�� �	�����! ��"��� �#	 ����	�� �	����� �����	��� �
������ 	1	 ���#����� &� ,��	�� ��	� 	���/ � �����! ���	 ��"���
��#�� "�����	�� �"	��� � �����, ��"���

.�",�"���� 	���� ���� �����	�� � �����	 [@��, ��"�� � ��������
� 	, ��� ������	 ����������	��	� 2������� �"	� ����� � �� ����
��	�� �� ���#	��	 ��"�� ����	��	 ���������� 3
��"��� A �	 ���#�		
��"��� B�4 � ,����	������� ���#��	 ��"��� ��� ��"��� � ������ ����
"��� ��	 ��"��� �� �	������� ������� &�#	 � %�� ���"	�	 �������	��
����! ���������! ������ ���! 	���� ���������! �� �����	 ��	"��
���� ���������, �� �������������	 ��	�� ���������������������

�������� 7�/����� 3����� NP4�

���� ����	�����	� ����������

"�������	�� �� ���������� �� '���� .������ f� �������� �
������� f� /���	������ f� � f�0! ��
� ��$������� ��� ������� f �
� P! ��� 	 x f�3x4 > f�3f3x44�

5��"����� �� *���� ��#	 ������/ �������������! ���"�����/ 
� ���� 8 ����� ���"�����/� 2���	��	 � ��"	� ����������� ���
-��������! ������ ����	��� 
��"��� f� �	 ���#�		 ��"��� f��� $	!�
���	���� 	��� f� � P � � f� � P' �������������! ������� "��
������	��� f� ��������	 ����	"���	���� �������������	 ��������
"�� f 3�� �,�"	 x4 � "�� f� 3�� �,�"	 f3x44�

���� '��� NP

.�	#"	 ��	�� ���	�� �� %� ����� ���/��	 � �	�� ����� ,�����
	�����	���	 -���0�� 3�������� �� ��"��� ����	���/��	 ����
-���0��� ����� � ����	��	 �	������� ���!��� �,�"���� �����4�

��0� 
� ��3(�
(��, !�� .�� �����4 
&�
� 
�� �	��� NP ���
� ������	�), 
�
����"�( � 
�������
����

�� ��!�	�
(��



	� ���������

7	�	�� "�"�� �	-��������	 �������	 %��� ������ ��"��� ; ��� ���
����	�� ����! �	�����# 8 5��	���� 2 J������	�� 5��	��� ��
����	�� "���� �	����' �� ����

����
��� �������$ � &���������
3%� ������	 �� 5��	��� ,��	 ���� � ����������	���� ��+	��
���� �������� ������	 ����	"�	���� ���!��� �	������	���� � �����
���� ����#	��/ "	�4� .���	"��� ����	����� �	 �������	 J������	�/
��	�� �������� �� ��	��	 5��	����' ��� ��	�"� �"�������� J������	��
��#	 ��"���� 5��	���� ������� � "	!������ ��,�"� �� �����	���,
��	��� *�#"�! ������L��	 ����	�� �"��� "	!���	�� �	�	��	 �
����	��� -���0�� �������	 J������	���

(��$	�� �� � ��	����	 �� 	���� ���#���� J������	�� 3�	�
������� ���		 ������! 8 ����#	���! ���	��! "�� ��"����������4 ��	�
��	�� ������ � 5��	��� 8 �	�������

B���0�� 3,����	�����	����4 f3x4 �����"�	#� ������ NP 	��� ���
�	���	 ������� "�� ���� 3J������	�� 5��	���4 �����! ��	�"�
3��� �/��, �����#��, �������, "������ �	#"� J������	�	� � 5��	�
�����4 ���������	�� �� �������������	 � "���� �,�"� ��	�� � �	�����
� ����� ������� �"���	����	 ��	"�/�	�� ������/' 	��� f3x4 > < 
� ���	���	 ���! ������ "������ �	#"� J������	�	� � 5��	���
��� �� �	����� ���	� <: 	��� #	 f3x4 > @ � ��� �/��� ������	
"������ �	����� ���	� @�

(��$	�� �� J� "������ ���	 �	-���������� ���	"	�	��� ���� 
�� P 
 NP 3J������	�� ��#	 ���	�� �	 ���������4� ]���	�� ��
%� ���/�	��	 ������) $������� ��	������	 ,�� � �	����	���	 ���
���� ��	�� �� %� ������ ���"��#�/�� �#	 ���� C@ �	� 5� 5�	!�

���/��� �����	�� P
�

�> NP � ����� �1	, ��#�	!��, ��	����	���, ����
��	� ��	"�/�	�� ���	�� 3"�	 "����	 8 ����	�� ������ � ����	��
.������	4 ��� F<@G�

.�	#"	 �	� "���� -��������	 ���	"	�	��	 ������ NP ���	�� ��	�
"�/�		� J������	�� �����	 �����	 ���	"	�1	���� ������� � 5��	�
��� 8 ��	�	"��� .�%��� ������	� �� �,�" 5��	��� ��#	 �����
������� J������	�/ �	�� �, "����� � J������	�� 8 ��	"���� ��
5��	��� �	 ������: J������	�/ �� %� ���	��	�� ��	�� ���������
����� �������		 � "���� "�������

"�������	�� )� .������ f 3�� 	�������� � ��������� f@� <g4 &���
��
���� �
��� NP! ��
� �� &�������� � �����

f3x4 > � y
�
3jyj � q3jxj44  R3x� y4

�
�

��� q3�4 # &�
����! R3�� �4 � P!  j � j # �
�� �
���



	�
��
�� ������������� ����� 	�

K"	�� 3� ��/"� "��		4 �� ��#"	����	� �����	���	 ����	��� 
��#��
� 
������ � @ � < ����	��	����

� "�,	 ��	"�"��	�� �	-���������� ����#"	��� %� ���	"	�	��	 ��#�
�� ������� ��' y 8 %� �����	��	 5��	���� J������	�/ � R3�� �4 8
������� ����	��� �����! ����	����	 J������	���

(��$	�� �� .���	"	� 	�1	 �	������� �	-��������, ��	���	��
0�! ������ NP� 5���� y � "����� ���	 ���	"	�	��� ��#�� �������
��� 
��"������� J������	�/ ���������������� �����! �� ��#	 ����
�	��� ������	��	 NP����!���� $������ ������� � NP���"��� 	�� ��
�	 �����! ��� ��#	 ��"�� ��!� �� ����	��� �����������
��	� 8 �	���� .�������� ��#	 ��	"����	��	 � ����	 y ��� � 
"������
	����	 ������� ���!���� 3��"�����	��	�� �� ����	��	 "�����	���
��� ������	 �������������	 � 	�� "���� ��	��4�

���� �� ,���� f� � f�� +���
�4 f� �� P � f� �� P: �4 f� � NP � f� � NP�

*�+%��������� .��� �4 -����	��� "������ ���	�
$���#	� ���� �4 �����	��� �	-��������, �	�����#	! �� ��	"�"��

�	�� ����#"	���� 5��	��� ������	 J������	�/ f3x4 3"���� �������
�������	�� �	������ ��������� h � "���� x ��������� f � P4 � ����
�� y �����	 ��	#"�	 J������	�� � �� �� f�3f3x44 > <� J������	��
��#	 ����	��� �� 	�� "	!���	���� �����	�� f3x4�

"�������	�� ,� .������ f � NP �	������ NP�&�
���! ��
� 
��
�� ������� �	 NP � ��� �����������

9��� �	�����/ NP������/ -���0�/ f ��#�� �������� �� ��	��
T 3n4 � �/��/ -���0�/ g �� NP ��#�� �������� �� ��	�� T 3nc4 �"	
����� c ������ � g �� �	 � �,�"��

NP������	 -���0�� ���	���/ ������	� -���0�� ��"�/��� ��	�
"��� �����	������ "�� ���	��, -�����'

SAT 3x4 >

�
<� 	��� � t�� � � � � tk ' x3t�� � � � � tk4 > <�

@ � �������� �����	�

� �	���! �����	 ��	"������	�� �� x 	�� ������ �����	���! -�����
�� � ���	���� �	�	�	����� t�� � � � � tk � �������0���������� ��������
3�� �� 4�

������ � -'�+. ����	/� <4 SAT � NP: ?4 SAT # NP�&�
��

���������� 1�
� SAT � P �� P > NP�

��5�� �&�&� ���	)6����)�( �
�	�"!
�� ��
(�( ��	
��� �	( ��&"7 �	��
���8

�7 �	������



	� ���������

D���� "�����	����� 	��	�� *��� L M	���� ��"	 ����	"	� � ��	�
"�/�	� ���"	�	�

� ���� ���	�� �� ��̂����� ���� "�����	���� NP������� ���
������	 �������������/ ���"����� � ��	"�/��/ �	����

���� �� 1�
� SAT � L � L � NP �� L # NP�&�
��� 2 ����$� 
��
� L� # NP�&�
�� L� � L� � L� � NP �� L� # NP�&�
���

*�+%��������� $������� ����	��� ����������� ���"����
��' 	��� L� � L� L� � L� � L� � L�� 2�� ��	"�	 �� ��� �� ����
����0�� "��, ������������� ���������, -���0�! ������������� ���
��������

%� &������� �������	�!���� �	��	�� #��� ' (	��
�

<4 D� ��	�#"	��	 ���� ��	��"��� 5��	��� ������	 J������	�
�/ ����	��� �	�	�	���, �,�"���, � -������ ��� �����, ��� �������
J������	�� �������� � ����	���! �������� �����	����� ����������
��� �� �������������	 ��	���

?4 .��� -���0�� �� NP �����/ ��#�� ��	�� � SAT  ��		 ��"
f3x4 > � y

�
3jyj � q3jxj44R3x� y4

�
�

��������� ������ 7�/����� �������/��/ R3�� �4 �� ������������
��	 ��	��� &�� ��#�� ������� � ��"	 �����	���! -������ ������	 ��
�� �� ��� �	������ y 3� ��"����� �,�"	 x4 ������ ��"�1	 �	�����
� <� $�� %��� ��	"����� �	�� ���0	�� ������	��� "���	���� ��	��
T > poly3n4 � ��������/�	�� ����� S > poly3n4 ��
���� �����
����
����	�� T � S ���������! �� ������	 <�

t > @ _���

t > <

� � �

t > j _�
� _� _�

�

t > j O < _

� � �

t > T � � �

� 	z 

S ��	
��

���� ��

5���� � ���	��� j ����0� ��"�1	 �������	 �7 ����	 j ����
������ 5������ _j�k  ���������	 � ����0	 �����"�	#� ��-����



	�
��
�� ������������� ����� 	�

S�f��Qg� 5����� _j�k ���	"	��	 ���� 3������ ���������! � k�! ��	!�
�	 ����	 j ���� �����: �������	 �������/�	�� ����!��� ����	 j
���� ����� 	��� ������� ��,�"��� ��" k�! ��	!��! � ��������
�����	 ����! %�	�	� ���� 8 �4� $�� ������ ��#	 ����	� ��
	��� ������	��	 ���������	�� ��� �	������ �,�"	 �� T � � T ���� 
� ����� c ���	���� ��̂������ T � ������/ ����� � ���	��� T ��

5������	 ��#"�! ��	�� ����0� ��#�� ����"������ ���	���� 3�	
��������� � n4 ������ ���	��, �	�	�	���,� J�	/�� 
��
���� &��
��
 ���
������ � 	� �������	 ��#"�! ��	�� _ � ����	 ��#	 ���	�
��! �"�������� ���	"	��	�� ���������� ��	�� � ��	"�"��	! ����	 
�	#���, �	����	"��	��� ��" "����! 3_�4 �	�		 "����! 3_�

�4 � ����		
"����! 3_�

�4� *�#"�	 ���	 ������	 ��#�� ������� � ��"	 �����	���!
-������ � �	�	�	���, ��"���/��, �������� ��	�� ����	� ����	�
%�! -������ � n ��#	 �	 �������

9�	 ��� ��#�� ������� ������	 ���	����� ������	��� 3�	�����
���	� <4� $�� %��� ���	�� �� �	� �������	��� ������� ��#�� ����
�� �� �������� ��	�� ����0� ��"���/�� �� �� �"�� �� ��"��
��/��, �	�	�	���, ����� < ����� � �� �����	 ���"� � ��	!�	 �������
�� <� 7��"� ����	��	 %�! �	�	�	���! "�� ��"� _T�� � ��"	 �	�������
������	����

2��	"	��� -������ �x ��� ���+/��0�/ ��	, -����� � �����	 ��"�
����	�� ����	��� �	�	�	���, ��"���/��, �,�" x=y "�����	���! ����
������ "� "���� jxjO < O q3jxj4� K���	��� ����	���/��	 x � = 8
������� ��%��� �	�	�	���	 � �����, ������ %� -������ ��
�	��/ y � ��"�� ����	���, ��		� ����0�� 7�� �� ��#�� ����� 
�� -������ �x ������ � y � 	�1	 � ����,�� �	�	�	���, �����	 ��
��������� z�

J�� �� ���������� ����� x -������ �x3y� z4 ������ �� ������
	��/ ����"�	 ��	"�/��� ���!����� 9��� �������	�� R3x� y4 � ��!�
"	�� ���! ����� ����	��! z3x� y4 ��� ������ �x3y� z3x� y44 ������
3%� ����	��� �������/ ����� �7 �� �,�"	 x=y4� � 	��� R3x� y4 �	
�������	�� � �x3y� z4 ��	�"� ��#�� 3��������� �� ��� ��	�#"�	 
�� ������	��	 �� �,�"	 3x� y4 "�1	 ��	 
"��4� 7���� ������� ���
f3x4 > < ���� -������ ����"� 3��� �	�����, ����	���, y4 ������ 
��� f3x4 > @ 8 ��	�"� ��#���

)� *���	�� NP+���
� �����

2������! ������ NP������, ��"�� ��"	�#��� � ����	 Z%�� � $#���
���� FCG� *�� ������� �, NP������� "�������	�� � ������/ ��	"	̂��!�
.���	"1	� �	������� ����	��� ���, "�����	�����



	� ���������

,��� �0'12

D� ��"��� ��"�1	�� ��	"�����

C�SAT 3x4 > < >� x 	�� C�*&B ������ ������ ��� �	�����, ����
�	���, �	�	�	���,� C�*&B 8 %� ���+/��0�� "��+�
/��0�! ��#"�� �� �����, ��"	�#� �� ��	���� 
� ��	��� 8 %� �	�	�	���� ��� 	1	 ���0���	�

C�SAT 3x4 > @ >� x 	�� C�*&B ������ ��#�� ��� ��	, ����	���,
�	�	�	���,�

C�SAT 3x4 �	 ���	"	�	�� �� ��	, �������, ������,�

C�SAT ��#	 NP������� D� ����������	�� ��	"	��	� � �	! SAT �

������ �� SAT � C�SAT �

*�+%��������� ��������� ������	��	 �������� ��"����!
-������ �3x�� � � � � xn4 ��������/�	! ������ 3�� �� 4� �	������ ����
�	#�����, ������	��! ��������� y�� � � � � ys� $�� ��#"�! �	�	�	���! yk
������	�� �"�� �� �1	, ���	���

yk > u � v�

yk > u  v�

yk > �v�

3[4

�"	 u� v ���� �	�	�	���	 -������ ���� �#	 ���	"	�1	���	 ��������	���
��	 �	�	�	���	 � 	� u� v � fx�� � � � � xn� y�� � � � � yk��g�

7	�	�� �����	� C�*&B �����������/ ��,�"��! -�����	 �3�4� � %�
*&B ��"� �,�"�� �	�	�	���	 x�� � � � � xn � y�� � � � � ys� .������ ������	
���+/��0�/ K�� ������! ������/��, �� ��#"�� �� ��������	����,
�	�	�	���, yk ��		 ����	��	 ��"���	��	 -������! 3[4� 9�� �� ���
���, ������! � ��#"�! ��#�� ������� � ��"	 C�*&B'�

y � 3x� � x�4
�

> 3x� � x� � �y4  3�x� � x� � y4  3x� � �x� � y4

 3�x� � �x� � y4��
y � 3x�  x�4

�
> 3x� � x� � �y4  3�x� � x� � �y4  3x� � �x� � �y4 

 3�x� � �x� � y4��
y � �x

�
> 3x � y4  3�x � �y4�

.�"������ %� C�*&B � K�� ������� C�*&B K�� J������ C�*&B ��		
��" K > K �  ys� $	!���	���� �������� K ����������� ��	�#"	�
��/' ��	 ������������ ������	�� ��������� � � �	�����	 ���������� <
3ys > <4� K���� 	��� ��� ����,�� ����	���, �	�	�	���, xi -������ �
������ � C�*&B K ��������� � ��������



	�
��
�� ������������� ����� 	�

,��� 3%��������� ������� ���	�	�
 � ���� F�

7	�	�� "���#	� NP������� ��"��� �� ����	�� C� �������� ��
�� ��#	� ��������� �������	� "���� ���	��	��� �������/������
�� "���	 ���������� 7�� �� �	�� �"	 � "��, �����	 ������ �����,
�������	����, ��"���,� 2"���� ��� ��	 �����"�	#� ������ NP� D�
�����	 ��	��"�� 8 	��� 5��	��� ������	 �	�	��	 ���	�� � J�����
��	�� ��#	 ����	��� ������	��	 ��	, ���	��� ��� "����, ����	���,
�	�	�	���, �� �������������	 ��	�� � � �"��� � � "����� �����	�

6��		 ��� ��	 %� ��"��� NP������� $�� "�����	����� ������
��	"	� ��"��� ����������� C�*&B � ����	������ ���	�� ��"� 3H4�
K����	� ������ ���� � ��"	 �������	���� 9��� ����� �� �����
�����	 ����	��� 8 %� @ � < � "�� �/���� ���� � �/��, x� y � f@� <g
������	��

3�x4 > 3<� x4�

3x  y4 > xy�

3x � y4 > <� 3<� x43<� y4�

3W4

.�%��� ����������� C�*&B
Vm
k��Dk ����������� ����	������ ��"

���	� F� ���	��

A3Dk4 O < > @� k > <� � � � � m� 3Y4

�"	 A3Dk4 ��������	 �������	� ����	���/��! "��+/��0�� Dk ���
����	���� ��"���	��� -�������� 3W4� .�������� �� ������������
"�� ���"����� �������	�� �	�	�� C � ������ "������� "�� ��	�,
��"������' "�� �������	��� �	�	�� C "���� �����	! �������	�� %���
��������� �������/�� �	 ���		 �	� �����	����

,��� 4���$����		�� ��	�
	�� ���!�������	�� -4��/

7	�	�� ����	�	� ��"��� �� ����	�� ? � 	� ����	������ ���	��
���	!��, "��-�����, �����	��! � �	���0�	����, �����,�

(��$	�� �� &������	 
���	!��	 ���������������	� ������� �
��"���� ��������0�� ���	!��! -���0�� �� ���#	��	 �	�	��! ���	��
���	!��, �	���	���� 5���� 
0	������	���	� �������	 �� ������/�
�� ����� 	 �	�	��� "�� �����, ����	��� ��	, �	�	�	���, 8 0	��	�
5 ������/ "� �������������, ���"����	! ��"��� ����	������ ���
�	�� 3E4 %������	��� ��"��	 AM.� $�����	����� %��� ������	��
���	�/ � ���	��	 ����#�	����

������ �� 3�� &������� �	��'������ ������� 
������� ����
����� � ���������
���� ��
�� ���
� NP�&�
��



	� ���������

*�� � � ��	"�"���, ������, ��� �	��,�"��� "������ "�� ��	��
#"	���' �� %� ��"��� �����"�	#� ������ NP � �� � �	! ���"��
�� ��	 ��"��� �� NP� &� 	�	�� �	��������� ��� ��	�#"	���� 9�	�
��	��� ������ "�������� �����"�	#���� NP ��	"�/��� �������'
���� 5��	��� ������ �	�	��	 � J������	�� 	�� ����	��� &� ��
�"� �	�	��	 "��#�� ������ �� �	 ������� ������, ���	� ���� J��
�����	�� ��� ����	��� ������	��	 ���	��� 3E4 �� �������������	
��	���

2������	�� �� �� ��� � 	��' �� ����	������ ���	�� 3E4 ��	�
"�	 ���	�������	 �	 ������� "�����, �	�	��!� 2���	� ����� �"	/
"�����	������

2������� ��������	��� �0	��� 8 %� �0	��� �	������ ���	"	��	��
����0� �	�	� "���� 	1	 ��������� 2�������� "���� ������ ����0� A
3��"������ ������� � ����	�	 <4 �	�	� s� 7��"�

j detAj �
nY

i�j��

3< O jaij j4 � ?s� 3<@4

.	���	 �	���	���� ��	"�	 �	����	"��	��� �� ���	"	�	��� detA ���
��	 8 �� ��� �� ������ ����� a �	��	 �	 �	�		 <Olog jaj � log3<O jaj4
�����

���#	��� �	�	��	���, �	�	��! ���	�� 3E4 ����	�� &�
�"���� 8
�	�	�	�	��	� ���	����� ����� �������������� V����� ���	���� 	��
�	�� �������! �	��	��� ��	�#"�	 �� �/��� ���� ����%"�� �����
	�� �������! �������0�	! 	�� ���!��, ��	� � ��	� �� 	�� ���!��,
����,� *��!��	 ���� ����%"�� ��"���	���� ���	��! 3E4 ����/�� �	�
�	����� ���	� ���	!��, �����	��! ��"��

Ax > b�

xi > @� i � S�
3<<4

"�� ����,�� ��"���#	�� S 
 f<� � � � � ng� *���"���� %�, ��	� ��
������� *���	�� ����/�� ����	����� ������� ������	���! ����0�

%�! ���	��� � ���� �0	��� 3<@4 ��� �	 ��	���,�"� ?s�n
��n 3� ������	�

�	 �������� ����������� �����#��� "���� �������� ������ ������	���!
����0�4�

&�������/��	 �	���� ���!��, ���	! 8 �	���	��	 3�	� �������	���
������� 0	������	���	4 �	�	��� �"����"��, ���	� ��"��

Ax > @�

xi > @� i � S�
3<?4

��%��� ��#�� ����� �� "�� �, ����"��� �������/�� 	 #	 �	���
�	�����



	�
��
�� ������������� ����� 		

2�������� ���!��	 ���� ����%"�� x��� � � � � xN� ��������/��	 �	��
��� ���!��, ���	! y��� � � � � yM�� .��� � ���	�� 3E4 	�� 0	������	��
��	 �	�	��	 x� 7��"� 	�� ��#�� ������� � ��"	

x >
NX
i��

�ix
i� O

MX
j��

�jy
j� > x�� O

MX
j��

3�j � b�jc4y
j� O y	�� 3<C4

�"	 �i� �j � @ 
PN

i�� �i > < ��	 ����"���� �	���� x�� �������	��

?s�n
��n � �	��� y	� 8 0	������	���!� &� ��"� � �	��� x� y	� �����

	�� 0	������	���� �	�	��	� ���	�� 3E4 � 	�� ����"���� �	 ��	����

,�"� 3M O <4?s�n
��n� K��	�� �� M ���	"��� �	 ��	���,�"� ?n 3�

	��� �������� 	��	�� *���	�"��� � M � n4�
J�� �� "������� �� "�� ����	����! � �	���0�	����, 0	��,

�����, ���	�� ��!"	�� � ���	 �	�	��	 "���� ������ ������� O3s�4
3�� ����� �0	���� n ��� s4� 2�/"� ��	"�	 �����"�	#���� %�! ��"���
������ NP�

$�� "�����	����� NP������� ��"��� ����	������ ���	�� ���
�	!��, �����	��! � �	���0�	����, 0	��, �����, ��	"	� � �	! ���
"��� �0'12� .������ �� C�*&B ���	�� ���	!��, �����	��! � �	��
��0�	����, 0	��, �����,� 6��	��! �	�	�	���! xi �� C�*&B �������
��� 0	������	���/ �	���0�	����/ �	�	�	���/ pi ���0���/ �	�	�
�	���! xi 8 ni "��+/��0�� D 8 �	�	�	���/ qD � *�#"�! "��+/���
0�� D > Xj � Xk � Xm 3X� 8 ��	����4 ��������� ��#	 �����	��	
PjOPkOPm�qD > < � ������ Pj  Pk  Pm 8 �	�	�	���	 ��������	���	
��	����� "��+/��0���

J������ ���	�� ��"	�#� "�� ��	, i �����	��� pi O ni > < � ���
#	 ��	 �����	��� ��������	���	 "��+/��0��� �� *&B� 2�	��"�� ��
����������� C�*&B ����������� ����	����� ���! ���	���

,��� �0��+��+

$�� ���-� 5�������	�� ��#�� �� ��������� 	�� �	����� � ��
0�	� �� ���� ���0� ��#"��� �	��� ���� ������	�� � �����	
0�	�)

6�"	� ����� �� ���- ��"�1	�� ����0	! ��	#���� A� 5���� �
����0� %�! ����0� ��"	��������� �	������� ���-� aij > < 	��� �
���-	 	�� �	��� ij � �������� �����	 aij > @�

M	��� ����� �� ��"��� �0��+��+ �����"�	#� NP' 5��	���
��	"+��� ��������� � J������	�� �� ���	!��	 � "���� �������� ����
-� ��	�� ����	�� �� ��� �����������

������ �� 3�� �0��+��+ NP�&�
��
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������� �	�	�	���� "��+/��0��

�4 �4 �4

���� ��

*�+%��������� 5�	"	� � %�! ��"��	 ��"��� C�*&B� .��� 	��
C�*&B �� m "��+/��0�! � �����	 �,�"� n �	�	�	���,� Z��- ����
��! ���������	�� %�! *&B ��		 [mO ?nO C �	����� $�� ��������
������� ���-� �"���� ���	�� ���� �	����� ����	���, ���	��
�� �	����� ������� @ < ?� �������, ���	�� ��#"�� ��	�����
3�	�	�	���! ��� 	1	 ���0���	�4 �� �"��! �	����	� 2������	 [m �	��
��� ������1	� �� ������ �� [ ��#"�� ������ ����	���	 �"��! ��
"��+/��0�!�

7	�	�� ����	� �1	��� %��� ���-�� *�� �������� �� ���� ?� �	�����
@ < � ? ��	"��	�� �	#"� ����! �1	������ &� ���� ?� �������� 	�1	 n �	�
���������� � %�� ���-	� J �����	0 ���� ?� ��������	 ��� ��	"��	��
�1	����� �	����� ����	���/��	 ��#"�! "��+/��0��� &� %�� ���
����	 l� l� l� ��������/ �	����� ���	�	���	 ��	������ �,�"�����
� "��+/��0�/� K��	�� �� �	�����	 �1	��� �� �	�	������� �� �	�
������� ����

2�	��"�� �� ��������	 ���	 �����	��	 ��#�� �������� �� ���
�����������	 � n � m ��	��� $���#	� 	�� ����	������

��������� ����	 ���������	 ��������� � C 0�	� �����#�� "�� ��
���� ���-�� 6	� �������	��� ������� ��#�� ����� �� �	����� @ 
< � ? ������	�� � 0�	� @ < � ? 3�� �	�� ��������� �������/��,��
�	�	��������� 0�	�� �� ������� �"��4� 7��"� �	����� ���	�	���	
xi � �xi ������	�� � 0�	� @ � < ����1	� �, 0�	� "��#�� ��� �����
������#�� 3��� ���� ?�4�

.����� �	�	����� �������� ��#�� ����	��� �� ���- �������
#1	���! �� ���� ?� �"���	����	 ��	"�/�	�� ���!���' 	��� ������
�	����� ���	�	���	 ��	������ � 0�	� @ ��� < � �	����� ��	�
�	���	 ���0������ ��	����� 8 � ����������#��	 0�	� < ��� @ �
���������� ��������� �������, �	���� %��� ���-� � C 0�	� ���	����
	 3� 	"����	���X4 ��"� � ����� ��"� ���"� ,�� �� �"�� �� ����	��!
��	����� ������ � @�



	�
��
�� ������������� ����� �
�

.�%��� ���������	 C���������� �����	����� ���-� "�� �����,
�	����� @ < ? ������	�� � 0�	� @ < ? ����	��	��� ��,�"��� ��
������� �"��������� ����	���� � �������/���� �������� ����	��!
�	�	�	���, ��,�"��! C�*&B�

K��	�� �� ����	��� ����������	���� ���-� � ? 0�	� ������
&�#�� �������� �"�� �� �	���� � ����!�����"� 0�	 ��	 ��	#��	 �
%�! �	����� � ����������#��! � � "� 9��� 	�1	 �	 ������	���	 �	��
���� �	 ��	"��	�� �� � �"��! �� �#	 ������	���, ���� ������ �"��
�� ��, � ����������� ��������! 0�	� �� ��#	� ��������� � 	� 
�� ����/�� �	����� �	���� �������� �� � �"�� 0�	� 7��"� ���-
�	���� ��������� ��������� � ? 0�	�� $�����	����� ����	�����
%��� 3��	��"�� ���������������4 �������� ������	�� ���	�/ �
���	��	 �	����� ����#�	����

K���	���� ����	�� �	��1	, ������ ��	�#"�	 �� �/��! �������
��! ���- 3� 	� ���- �����! ��#�� ��������� �� �������� �	� �	�
�	�	�	��! �	�	�4 ����������	�� � E 0�	�� M	��� ������� ����	��
��������, ���-�� �	 ����������	��, � C 0�	� 3���#	� �����! ���-
�� E �	�����, ��� ���� C4�

2������	�� �� ����	��� ����������	���� ���������� ���-� � C
0�	� NP������� $�����	����� �����"��� �������������� ��	"	��	�
���	! ��"��� �0��+��+ � ��"��	 �0��+��+ ��	�	�!� !�5�
J"	� ��	"	��� ��	�� ����� �� ��������	 �	���������/ �������0�/ 
������#	���/ �� ���� E 3�� ������������� %� �������0�/ �� ����
�� FCG � ���/ ��	�	"� Z%�� � $#����� ���������/ 	1	 �� $#� B��	��4�

J�� ��� ��#�� �� ������������� ���-� G ������� �	�����!
��������! ���- C�����������	���� ������� ����������� C����������
��	���� ��,�"���� ���-�� &�����	� ���- G �� �������� "������� �	�
�	�	�	��� �	�	� �� �	 �����"� �	��� �	�	� �	������ J� �������������
� �	�	�	�	����� �	�	� ���-� G �������� ��������! ���- �� ��	"�/�	�
�� �	0	��� ��	�� ��#"�! ���� �	�	�	�	��� �	�	� ���	�� %��	�����
���-� H  ������#	����� �� ���� E �� ���� �	����� ���	�	���	 x 
x� ��������� �� �"��� �	��	 � �	����� ���	�	���	 y� y� 8 �� "������
5 �����	���� 3�#	 ���������4 ���-�� ���"	��	� 	�1	 �"�� ���0	"����
������ �	��� uv ��,�"���� ���-� ��"	� "������� � u � v � �������
�	��� ��� xx� ��	"���/��	 �	����� �� �"���, ��"��" �"��� ���	��
��� %��	������� ���-� H � .��������� ��� %�� ��,����	��� 5��	�
��#	 �	��� ��	"���/�		 �	����� u � �	���! �� �	���� ���-�� H ��
���	� ���� 39��� �� �	��	 uv �	 ���� ��	� �	�	�	�	��� � "������
�	����� � �	 "	��	� ���	���4 .������ %� ���0	"��� "�� ��	, �	�	�
���-� G ������� ������! ���- P 3G4� K��	�� �� ���#	��� �	����
P 3G4 ��"	�#� �� �����	��/ ���#	��� �	���� G�
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���� ��

y y�

x

x�

���� ��

.�������������� ����� ��	"	��� ��	��"��� $�����	����� 	�� ����
�	����� ��������	 ��	"�/��	 "�� ���!��� ���-� H '


 ��� �/��! ��������	 H � C 0�	� 0�	� �	���� x � x� ����� ��� �
0�	� y � y� �����"�/:


 	�� ��������� � �� 0�	� ��� �����, �	����� x � y ������	�
�� �"������� 	�� � ���	 ��� �����, ��� ������	�� � �����	
0�	��

(��	�/ ��	"������	�� �������	���� ����	��� ������	��	 %�,
���!�� � ��	"���� �� ���������� C���������� P 3G4 ����#"�	 ����
������/ C���������� G 3������ �	����� � � #	 0�	 � �����! ���
������	�� � P 3G44 � ������� 3�/��� ���������� C���������� �	���� G
���"��#�	�� "� ���������! C���������� P 3G44�

,� #���� PSPACE

*�� �#	 ���������� � %� ����� ����"�/ 	 -���0�� �����	 ���
�� ��� ������	�� �� �7 ��������/�	! ����� �������	���/ ���
������� � "���� �,�"���� ������ D� ����� ���/��	 � �	�� �����
P 3�� ��	�� T �� ���#	� ����������� ����� �	 ��	���,�"���/ T 4
� ����� NP 3"����� 5��	���� � J������	�	� ������	 ������������
��	 ��	�� ��%��� J������	�� �	 �������	���! �� ��	�	�� ��#	
�	�	���� �� ��	�	"� ��	 ������� �����	! ����� "������ ���������
"�� %��� ������	���� �	������/ 8 �������	���/ ��������� � "���
�� �,�"� 8 �����4� &� ����� PSPACE �����"����� �����"� ���	 �	�
NP� * ��#��	��/ "������ %� ������ "� ��, ��� �	 �"������



	�
��
�� ������������� ����� �
�

*����� PSPACE ���		 ������ ,����	�����	���� -���0��� �,��
"���� � PSPACE ��#�� "�� ��	"�/�		 �	-��������	 �������	� .�	"�
����� �	������� �"	������������/ ��"	�� ��"��������"���� 5����
x 8 �������	 �	������� "	�� ��,�"��	���� �� �������	��� ��"� ���
���! "��#	� ���	�� �	�"��' �����	� �� ������	��! 3����	��	 ,�����
	�����	���! -���0�� ����� <4� 5�"�� 8 �#	 �������! ��� ���������
����� �������	���! J������	�� 3�� ��"	 ������ ��	�� �	 ��	����
,�"��		 �������� � "���� �������� "	��4� 9�� ��#	 .������� ���
�����/��! �� ��������� ������	���� � �"���� ��	#"�/��! ��"�/
� �������� 2�� ��� ��	��	������� ��	������ � �� ��	�	"� �����"�
���� �����	��� .������ �	"	��� ��"	����� �������	����� ��-�����
������ � ;��������.��0	��������� *�"	��	� 5�"�� ��"��"� ��� ����
����	����� ����������� �� �������� "	�� x �� �������	!�� "������
��� �	#"� .��������� � �"������ � �� ;.* 3� 	� �� ��� �������	
����	��	 �	�����! ������������� ���������! -���0�� ���	"	��	��!
;.* �� �,�"	 �������/�	� ��"	���	 �������	����� 8 ����� x 	��
�	����� ������	��� .�������� 	�� �	����� ������	��� �"����� 
	�� ������ ������	��� .�������� � � "�4�

� ���� %������������ ���	��	 ����� PSPACE ���	"	��	�� ��	�
"�/��� �������' ,����	�����	���� -���0�� f �����"�	#� PSPACE 
	��� ��#�� ���"���� ���! ;.* �� ��� f3x4 > < � .�������� 	��
���	��� �	"	��� "�������� ������ ��	#"�	 5�"�/ � ��������� ���
����	���� ��� �/��, �������, "	!���! �"�����: � ��� f3x4 > @ ����
�������� ���	��� 	�� � �"������

(��$	�� )� 2����� ��������/ ���	 ��"	�� ������/ � ���		 �	!�
������, 	�����,� Z����� �� ���	 "��, ��0 �������	! � �,�"����
����� � ���	�������� ���������! ���	��� � �"���� �� ��������

������ )� %�������� � ���
�����&�������
���� �&����
����
�
�� PSPACE ������
����

*�+%��������� .���#	� �� ���� �� PSPACE � �����	 ;.*
�����"�	#� PSPACE � �����	 ���"������ ���	"	�	���� .��� ���
��� ������	��! ����� �������	�� p3jxj4� 2��	"	��� �� ��"��0�� ���
��� ����� 7�/����� Mk "�� k > @� � � � � p3jxj4� *�#"�� Mk �� ��"���
���� ������ "�������� x� a�� b�� � � � "���� k ���	"	��	 ������	 ��	�
#"�/�	! ���	��� "�� .��������� .���	"�	! � %�� ��"� �����	
Mpjxj� ��#�� ����� ������������ ����� 5�"�� � �������� -���
�0�/ ;.*3x� a�� � � �4� ������ Mk �	�	����	 ��	 �����#��	 �������
3k O <4��� ������	��� � ����������	�� � Mk�� �� ����"� ������	���
��, �	������� ��"	����� �������	������ 9	 �0	��� �	���	��� ����
����	����� �������	�� ��	�� �����' 	��� 	���		 ������	��	 ��



�
� ���������

.��������� � "������� ��!� ,�� �� �"�� ������ ������	��� 
����	 ������� Mk�� ��������	 ��	#"�/��/ ���	��/ "�� .�����
����� 9��� 	���		 ������	��	 �� �"������ � ����	 �/���� �� ����
��#��, ������	��! Mk�� "��#�� ������#�� ��	#"�/��/ ���	��/
"�� .��������� ������ M� ���	"	��	 ������	 ��	#"�/�	! ���	�
��� "�� .�������� � ����� �����	 ���0	��� � "�� 	1	 ����� ��#��
��"	!������ ��/ ����	"���	������ ����� Mk� &� ��#"�� �� %�,
����� ��������	 �	������/ 3������������� �������	���/4 ����� 
�� �� �	�� ���0	�� ���	��	 ���� ������������� �������	���! ���
����

� 	�	�� ����#	� ������	� .��� 	�� ������ M  �������/���
�	�����/ ,����	�����	���/ -���0�/ f �� �������������! ������
K��	�� ��	#"	 ��	�� �� ������	��	 �� ����� S �	������	��� ������
"�� "����	 �	� ��	�� ?OS� 3��	 ����	 ��������� ����	 ��� ��� ��
���	���	� ��	 �������� ���	! ���	�� � �, �	 ���		 �	� jAjS �jQj�S �"	
Q�A8 ����	��	��� ���#	��� �������! �������/�	�� ����!��� �
��-��� ����������	��! �74� .�%��� ��#�� ����� �	� �������	���
������� �� ��	�� ����� ������ M �������	�� ?q �"	 q > O3p3jxj44�

$�� ������ �������� ���	��	� ���� ����	 ���	��	��� ������	�
��� �7 ��,������ �	� ���	�	��! "�������	 �������	�

.������ ��"	���! "�������� ����� � ��	"�/�	�� .������� ��	��
#"�	 �� �� �,�"��� ����	 x ������ ��"�1	 �	����� < � �"����
��"�	���	 %� ����	��/� � �	���� ���1	� ������	��� .������� ����
��� ������ �������	 ������ M 3����� ���������� �� �	�	 ����#	�
��	 ���/�	! ������� �������	 �������/�	�� ����!���4 ����	 ?q��

���� ������ � ��	��� ����	 �"���� �������	 �� �"�� �� ����
�	#����' � ������ "� 3?q��4��� ��� ��� � 3?q��4��� ��� "� ����
0�� .���	 %��� .������� ������ ������ �������	 M � �	�	"��	 %���
����	#���� $��		 ��1	 ������	��' �"���� ������	 �"�� �� �������
��� .������� �������	 �������	 M � �	�	"��	 ��������! ��������
�� � � "�

$�������� ���������	�� ���"� "���� ����	#��� �������� ����
��! <� 5�"�� ��"��"� ��� ��' � 	�	��	 ���0	��� "�� ����, ���0��
%��� ����	#��� ���� ������� �������� M  	��� �������	 �������
���0� ������	�� �� �������� �	���� ���0� �� �"�� �� ����� M  �
5�"�� ������	�� � ��	��/ .�������� � �������� �����	 8 � ��	��/
�"������ &	��,�"���	 ����	��� ��!�� � 5�"�� ��	�� �������������
�������	���	 "����! �,�"���� ������

.��� f3x4 > <� 7��"� ��	#"�/��� ���	��� "�� .�������� �����
� �� ���� ��#"�! ��� ������� ������	 ����#	��	 "	� 3�������� 
�� .������� ��	��	������� ��	����� �� �� �� � �������� ������
"	������� � ��	 ����� ������ M4�
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�� ������������� ����� �
�

.��� f3x4 > @� 7��"� �� �� �� ������� .������� �� �"��� ��
����	#���� 3��� �� ����,4 ��"	 ��"	�#���� ������� �"���� "��#	�
�������� ��#"�! ��� ��	��� ���! ����	#��� 8 %� ��������	 	��
���	,�

� �����	 PSPACE ���	���/ �����	 �����	���� �������������!
���"����� ��"���� .���	!��! ������ ������	�� �� ����	"	����� ���
�	 "�����	������

(�$ TQBF 3Truth of Quantijed Boolean Formula4� K�"�1	�� ��	�
"�����

TQBF 3x4 � x 	�� ������� �����-�0��������� ���	�� -���
���� 3QBF4 � 	� -������ ��"�

Q� y� � � �Qn yn�3y�� � � � � yn4�

�"	 yi � f@� <g � 8 �	������ �����	���� -������ 
� Qi 8 ���� 	 ���� ��

.� ���	"	�	��/ ������� "	!���/ �� -������ ��	"�/��� 	�	�
��	���� �������'

	 x�3x�� � � � � x4
def
> �3x�� � � � � @4�3x�� � � � � <4� 3<E4

� x�3x�� � � � � x4
def
> �3x�� � � � � @44��3x�� � � � � <44� 3<H4

������ ,� 3�� TQBF PSPACE�&�
��

J�� ��������! ���	 "�������� ��#�� ������� � ��"	 �����-��
0��������! -������ 	��� ������� ������	 
�"�� �������	 �7 �����
��	�� �� "������ �� �"�� ��� � ��"	 �����	���! -������� V�� �
%�! "�������� ������	��� ���� "����		 �	� � �"�� �� �, �	��"�
�� ��	����� � �"�������	 ������� ����	 ��#"��� ��� ������	��
������	��� �"��! �� ����� -������	 ������	��	 ����������#��!
������ 3
�����������	�4� B������ � � 
�����������!� �	 �������

-� #���� IP

�	��1	��� � ���	 3J������	�� 5��	���4� ����� %�! ���� ������
��	 �	��� ��"��� �� ������ NP� � ���	���� �� �������"� 	��� ���
"�� J������	�/ �	�	���� �����!���� 3���	�� "�� ��"����������4)
*���� -���0�! ���������, ����! 3J������	�� � ���	��! 5��	���4
�� �������������	 ��	�� ������	�� IP3���		 ����	 ���	"	�	��	 ��"	
"��� ��#	4� 5����	"���� ��	"�/��� ���	��	����� 	��	���

������ 6� PSPACE > IP�
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.�"���������	 ���	�� �����	���� ������	 %--	������� ���	�
��X � �������! ���� %��� ���"	�� �� �������	� ��+����� %� �	�
�#�"����	 ���	��	�

7��� *����	�����	�� ��%��#	����8 ���9����	�� ��	��+� �
+��� BPP

$�� ������ ��#�� ����� �� ���	���� � ���	"	�	��� �������� 
	��� ����	��� ������������	 �	�	����� �����!����� �	����� �����
� J������	�� ��������/�	�� ��"���������� ���	�� �	�	��	 ���
�"�������� ���	"	�1	����� *�� ��"� ������� ��	�#"	��	 
�������
3�	��������!4 �	��	 ��"����)

9�	��	��� ������� �� �	��������! ������� �	��	 ��"��� 
	��� �	���� �	������� ����������� ��	�� *��	��� %� �	�������
������ � ���!�� �	�	����� �����!����� �� ��"	� ����� �� �	�
�	���� �����!���� �������"� ����	"���	������ �	��������, ����
��!��, ���� 3@ ��� < � ������� �	���������4� .���	!��� �	������
��"	�� ����� �	�	����� 8 ��"���������	 ���	���

9��� ���	��� �	�,��� �0	��� ��	�	�� ����� �������� � 	�� ��#�
�� ��	��������� � ��	"�/�	�� ���"������ ��"�' �"	��	� "�������	
�����	��� ��"���������! ���	�� � �������� �, �	������ �������
����0� �����!��, ����� .���	 %��� ����	� "	!������ �� �������� 
���	��� ��"���������	 ���	�� �����	��	� � ����0	 �����!��, ���	� 
������	���! �� �	���� ���	� ��	�� ����� ���! �	���� ��������
��		 � #	 3� ������/ "� ���������������� ���#�	��4 �	�,�//
�0	���� � �	������� �����	��� ��	� a "�� �������� � ���� -���
��	 ��"������	�� �����' %� ����	��	 �����	��� 	, ����0 ����
��!��, ���	� ��� ������������� �����, ������	�� "����! ��	 a 
� ���	�� �����	��� ����0 ������� ?r �"	 r 8 �����	��� �����!��,
�����

D� ���	����	 �������	 "�� ���	"	�	��	 ������ BPP 8 ��"�� �	�
��	��, �	���������� ���������� �� �������������	 ��	�� 8 ����
������� ���	"	�	��/ H ������ NP�

"�������	�� 6� .������ f &����
���� �
��� BPP! ��
� ��$��
������ ���� &�
���� q3�4 � ������� R3�� �4 � P! ��� ��
� �
�� r �
���
q3jxj4! �
� ������� ��&�
���� f3x4 > R3x� r4! ��
�'� ?�C�

9��� � %�� ���	"	�	��� ���	��� ����� ?�C �� �/��	 -����������
��	 ����� ��̂���		 <�? ����� BPP �	 ���	����� 9�� �����! ������
"������ �	������� ����� ���"�� ������! � <� �����1	� �	������� �"��
������, ����� ������� �, ��	 � ������	����� �	������� ��"	�
����� ��	��	 ����������� 9��� �	������� ����������� ��	� "��
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��#"��� %��	������ ������ ����� c � <�? � �	������� �	��������
���� ��	� ����	 ����������� n �����

bn
�cX
k��

�
n

k


ck3<� c4n�k �

bn
�cX
k��

?n 3c3<� c44n
�
�
�� c

c

�n
��k
�

� �n
bn
�cX
k��

�
�� c

c

�n
��k
� �n

�
�� c

c

�n
��bn
�c �

�� ��� c��c
>

> O3�n4 3<I4

"�� ��",�"��	�� � 3?
p
c3<� c4 � � � <4� 7���� ������� ����������	

%�����	�0������ ����� ��	����	 �	������� �	����������� ��	��

7��� "�������	�� +��� IP

*���� IP �������/ ��"��� "�� �����, ���	���/ 
��	������
��	 "�����	����� ����������� ��	��� $������ ������� 	�� ��	��
�	������� ��	������! � ���������! 5��	��� � ������� �������
����	�	�� ����	��� ������������� �������	����� �	���������� ���
������ � ��"��� �����"�	#� ������ IP 	��� 	�� ���! ������ �����
������� ����� ���� 3J������	�� � ���	��! 5��	���4 �� �	����
���� ����������� �	������ "������� ������ 3�����	 ?�C4�

*�� � � ��	"�"���, ������, �� ,��� ����	�� ����� ���� ����,
�	�����#	! � �	������� �������	����� ��"�� K��	�� �� 	�	�� �
�����	 � ������ NP 5��	��� �	 ���	 �����		 ������ �������� ���
���	 	�� ��"� ��"���' %� ������� ���	"	��/�� ������ ����	�� 
��"���������	� ���	��� 2"���� ��� � � �����	 ������ BPP J�������
	�� ��#	 �������� ����0� �����!��, ���� � ����������� ����

6�"	� ����� �� 5��	��� ��"� �	������ ��"���������� ���
�	��� .�%��� �� ������ J������	�� ���� �� �	������	���� ���
������ ����0� �����!��, ���� �� ��	 ��	�� "������ � 5��	������
2"���� �� ���	�� �	 	��	 � �����#���� ������������ 5��	���� 
	��� ���� ����0� �������	�� �	�	" ��#"�� ��������� � 5��	��� 
���"� �� ����0� �#	 ��#	 ����� ����! ��	��� ������ ��"�� 	��
J������	�� ������� J������	�/ %� ������ � ���! ��	 �� �	���

.�%��� ����� ���� 3J������	�� � ���	��! 5��	���4 ��#��
��	��������� 3� �	�����	����! ��	�	! �	������4 � ��	"�/�	�� �����
���	����� ��"�' J������	�� �������	 ����0� �����!��, ���� ���
������	 	1	 5��	���� � ������ �	�� � ��	 � � "� *����	���
���, ����"�� �������	�� �����		 ��"����� ��������� � "���� �,�"�
���� ������ .���	 ���	��	��� "������ � 5��	����� J������	�� �� ���
���� %��� "������ �������	 �	�	��	� �	������� ����������� ��	�
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3"��� "������� �����"���, � ����������� ��	�4 "��#�� ��� "����
���� �	����� ��	 %� �	-��������	 ������#	��� ��	�� � ��	"�/�	�
���	"	�	��� � ������ f 8 ,����	�����	���� -���0���

"�������	�� 7� f � IP �	����! ��� ���� ���� &�
�����
���
�����
��� 3���������������4 ������� V 32�&�
����
�4! �������
�� ������� P 3%�������4 � &�
����� q3�4 3�
�� ��
��� �
������
����
4! s3�4 3�
�� ��
��4! ��� jP 3u4j > poly3juj4 3%������� �)�� &��

�����
��� ����������� ������4 � �
� ������ x ��
� ��� �������
&��
������
�������

r�� r�� � � � r�qjxj�
r�� r�� � � � r�qjxj�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
rsjxj�� rsjxj�� � � � rsjxj�qjxj��

�
� �������

f3x4 > V 3x� r�� P 3r�4� r�� P 3r�� r�4� � � � � rsjxj�� P 3r�� r�� � � � � rsjxj�44�

��
�'� ?�C�
�� ������������ �������	��	 rk > 3rk�� rk�� � � � � rkqjxj�4 � 	�	��	��

��	 ������	��	' ���"� �� ����	��	� -���0�/ � ����	"���	������ ���
���	��� ��	"������	�� �� %� ����	"���	������ ��	"����	�� �
��"	 ����������� 3<4 3��� ������ ����4�

(��$	�� ,� ����� J������	�� � ��������� ���	 -����	 ���
,�#� �� ����� 5�"�� �� ������������0	��������! ��	���	�0�� ������
PSPACE� 7����� 	�	�� �"�� �� �������, ����� 8 �	�	���� �����!�
��, ���	�� 7	��	�� [ ������	 �/������/ ��	���	�0�/' ������ ����
����� ����� ���"�� ������ ��������� � �������	����! ���� ��	���
%������	�	� ������� 3"����!4 ���� ����� ����	!�	�� ���������'
�	�	����� �����!��, ���	����

7��� IP 
 PSPACE

2��	"	�	��	 IP ��,�#	 �� ������������0	��������	 ���	"	�	��	 �����
�� PSPACE� J "�����	����� IP 
 PSPACE ��������	 � ���� "������
	����� 	��	�� H � �����! ������ ������� ���	"	�	��� ��������
��! ���	��� ��������/��! ������������� �������	���/ ������

.��� f3x4 � IP� 5���� �� ��"��0�� ���	"	��	�� ����� ����� 7�/�
����� Mk "�� k > @� � � � � s3jxj4�

*�#"�� Mk �� ��"������ ������ "������ x� r�� p�� � � � � rk� pk "���� k
�	#"� J������	�	� � 5��	����� �0	����	 �	������� ��	� < ���

��9���� �	�"�����
 9�:����&, ������;��& �"� �
��
� 
� .�&, 6����
&* ���8
<�	���� �� ���� �	��
���, 
��������<* ������� +�



	�
��
�� ������������� ����� �
	

���"��#	��� "������� .���	"��� � %�� ��"� ������ Msjxj� ������	
����� J������	�� �������	 -���0�/ V 3x� r�� p� � � �4 � ������	 � ���
�	��	 ��	� 	1	 ����	��	� ������Mk �	�	����	 ��	 �����#��	 �������
� 3kO<4��� �����	��� � ����������	�� � Mk�� �� ����"� ������	���
��, �	�������� 9��� ����� �� 5��	����� � �0	��� Mk 8 ��������
�0	��� Mk�� �� ��	� �����#��� �������� �����	��� 5��	����� 9���
����� �� J������	�	� � �0	��� Mk ����� ��	"�	�� ���-�	��	�����
�0	��� Mk�� �� ��	� rk 3%� -������ �����! �	�������4�

������� ������	��� f �� �������������! ����� �������	 M� �
��"�1	 � ���	��	 �	������ < 	��� �0	��� M� �����	 ?�C � @ 	���
�0	��� M� �	���	 ?�C�

7��� PSPACE 
 IP

$�"�� �������� "�����	����� ��"����� %� "�����	����� �����
#	�� � ����	 5���	�� FYG�

$������� "������ �� PSPACE������� ��"��� TQBF �����"�	�
#� IP�

J�� ���� ��#�� ����	��� �������� ������������

T� > Q�x�Q�x� � � �Qmxm�3x�� � � � � xm4�

� ������ �3�4 8 �	������ �����	���� -������ Qi � f	� �g �������
"	!���/ �� -������ �� �������� 3<E4L3<H4�

20	��� �������� ������������ T� ��#�� ��	"�/�	! �	��������!
���0	"���!� 2�������� �	�	� Tj3x�� x�� � � � � xj4 �����������	

Qj��xj��Qj��xj�� � � �Qmxm�3x�� � � � � xj � xj��� � � � � xm4�

7��"� T� > T�3@4 �� T�3<4 �"	 �� 8 ������ ���	"	��	��� �������� Q��
&�!"	� ������	 T�3@4 � ��	� T�3<4 ��#"�! ��� ������� �	�������� ���
�� �������	��/ ���0	"��� 3"�� ���	"	�	��� Tm3x�� � � � � xm4 "�������
�������� ����	��	 -������ �3x�� � � � � xm4 �� �� �	������ ���	����4
� �������� T�3@4 �� T�3<4�

D� ���0	"��� �	��	 ������	��� ��	, ?m �����#��, ����	��! -���
���� �3�4 � ����� ������	 %�����	�0������ ������	 �� �����	��/ �
����	��� �,�"� ��"��� ��	��� &����"�� %� ������	��	 ��#�� �������
��� � ��"	 "	�	�� ��� �������� �� ���� H�� � ���0	��	 ������	��� ��
������	� �	 ����� ����	��	 � ����	 �� � ����	��� �� ��	, ����	#����
��, ����, "	�	�� �����	��� �����, %�����	�0������ �	�����

(	� ��#	 ������ 5��	��� � ���� ������	���) 2� ���	��� ���
#	 ������� ����	��	 T�� �����	� ��������� 5��	��� �������	� 
� � �/��� �����	 �� ���#	 �� T� > <� .������	� ����	��� %� �����
�	��	 � �������� ����	��� T�3@4 � T�3<4 8 "��#�� ���������� ������
�	��	 T� > T�3@4��T�3<4� $��		 ���	�	� �����!�� � ������	����� �����
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r� � f@� <g �������� � 5��	���� ����	��� T�3r�� @4 � T�3r�� <4 ����	���
T�3r�4 > T�3r�� @4 �� T�3r�� <4 � � "� &� ����	"�	� ���	 �#	 �	� �������
5��	���� ��#�� ����	��� ��

Tm��3r�� � � � � rm��4 > Tm3r�� � � � � rm��� @4 �m Tm3r�� � � � � rm��� <4�

������	��� ��"� "����� O3m4 O v3n4 > poly3n4 ���� �"	 v3n4 8
�����	��� ���� �	��,�"���, "�� ������	��� ����	��� �����	���!
-������ "���� n ��� ��"����, ����	���, �	�	�	���,� 2�� �����,�"�
�"��� �"���� �� ��	! � ����� � ������ � "	�	�	 �� ���� H� ������	�
���� �����!�� � ������	������

5 ����! �	�������/ J������	�� �������	 �	�	��	 �� �������
�� QBF) 9��� ����������	��� -������ ������ � 5��	���� "����
���� ������� ������	 ����	��� ��	, ���������	��, �	����� J�����
��	�� �	 ���"� �������� �������	��� � � �	�������/ < ������	
-������ ������!� (� ��"	 	��� QBF ��#��) (��� ��	"�� J�����
��	�� � ������� 5��	���� ,�� �� ��� ���"	�� ������ �������
�	�	���	 ����	��	 �"��! �� ���� ���������	��, �	�	�	���,� D� ��#�
� �	�������/ <�? ���	�	�� �	 ��"	 �� ��������	 �	�����"����
��������! ���0	"��� "�� ��"	#���� ���	"	�	��� �������� QBF�

*�� �� ������ 	�� ������ �������� ��������/ ���	 ���0	"����
9��� � ��,�"��� ������	 �� ������� ��������� "	�	�� �	�	���� ����
��!�� ��������� �"�� ��� � %� ���	�� �	 "��� � � �������	���!
�	���� "	�	�� ���	 ���	 3��#"�! ��� ��"	 ����� �� p �������� �"	



	�
��
�� ������������� ����� ���

p > w3n�4 8 �����	 �����4 � ����#	 3������� "	�	�� ���� m � � ������
��	���! �	���� ��"	 ����	��� m�4� D� "	�	�� ������#	�� �� ���� H��

(��� ������� ���	 ����	��1	���	 "	�	�� ��"	� ����� �����
�����	 ����	��� @ � < %�	�	���� ���� Fp ���	�� �� ��"��/ p� M/�
��/ �����	���/ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 ��#�� ������� ��� �������	�
p3x�� x�� � � � � xm4 ��" ���	� Fp  ��������� ����#	��� 3W4 �� �� Y[� 5	�	�� d
%��� �������	�� �	 ��	���,�"� "���� ������ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 
������ �	���	 n 8 ����	�� �,�"� ��"��� TQBF�

*������� ��������� ��	"�/��	 ��	��0�� � �������	����'

	 ��Axf3x�� � � � � x4
def
> f3x�� � � � � @4f3x�� � � � � <4� 3<[4

� ��Exf3x�� � � � � x4
def
> <� 3<� f3x�� � � � � @443<� f3x�� � � � � <44� 3<W4

7	�	�� �����

p� > 3Q�4x�3Q�4x� � � � 3Qm4xmp3x�� � � � � xm4 3<Y4

�����	�� ����������� ����	��/ -������ �3x�� x�� � � � � xm4 3Qi 8 ��	�
��0�� ����	���/��� ������� Qi4� ������	��	 %��� ����� �������
������ � "	�	�� ����������	 ������#	���� �� ���� H� 5	�	�� �	��	���
� %��� "	�	�� ����� p � ������� 8 m�

������������� Tj3x�� x�� � � � � xj4 ��� %�� ����	���/ �������	��

pj3x�� � � � � xj4 > 3Qj��4xj��3Qj��4xj�� � � � 3Qm4xmp3x�� � � � � xj� xj��� � � � � xm4�

K��	�� �� ��	��0�� Ax Ex ��	����/ ����� �	�	�	���, �� < ��
�"�����/ �����	 ������ �	�	�� ��#"�! �� ������,�� �	�	�	���, 
�� �� �	�	�� pj ���� ��� �	����� (��� �	�	�� �������	��� �	 ���
��� ��	��	��� ��� ������	���, ��#�� �������������� ��	"�/�	! ��	�
��0�	!'

Lxf3x�� � � � � x4
def
> xf3x�� � � � � <4 O 3<� x4f3x�� � � � � @4� 3?@4

�������	�� f � Lxf ��	/ �"�������	 �����	��� �	�	�	���, ������
"�/ ��� x � f@� <g � �	�	�� �	�	�	���! x � Lxf ����� <�

J�� ���������	 ����	��	 ������������ T� �����

p� > 3Q�4x�Lx�3Q�4x�Lx�Lx� � � � 3Qm4xmLx�Lx� � � �Lxmp3x�� � � � � xm4�

�"	 Qi ���	"	��	�� �� �,�"� ��"��� TQBF 3�� #	 ��� � 3<Y44� * ������
��	�� p3�4 ����	��/�� � ��"����� ����"�	 k > mOm3mO<4�? ��	��0�!
��"� Ax Ex ��� Lx� .��� ����	 ����	�	��� �	���, k� i ��	��0�! �����
��	�� �������	� pi3t�� � � � � tj4 < � i � k� .�������� ��	��0�� L �	 �	��	
�����	��� �	�	�	���, � �������	�	 ����� j �	 �����	���� ����� i�

7	�	�� ����	� "����� �	#"� J������	�	� � 5��	������ &�����	�
�� �� � ��� �� 5��	��� ������	 ����	��	 p� 3��� � �����	 � �����
�����	 �� ���#	 �� p� > < �	�������� � 	�� ������	�� ����	���4�



��� ���������

K�	� J������	�� ��������	 � 5��	���� �	�� ���	� �������	� p�3t4�
.������ ��%--�0�	�� %��� �������	�� J������	�� ����	��	 ��
p� > 3S�4tp�3t4 3��"	� ��	��0�/ �����/ �� i�� �	�	 ��������� Si4� .��
��	 %��� J������	�� �����!�� � ������	����� ������	 ����� r� � Fp
� ����	��	 �	�������� � #	 ���0	"��� "�� ����	��� ���	����

p�3r�4 > Lx�3Q�4x�Lx�Lx� � � �3Qm4xmLx�Lx� � � �Lxmp3x�� � � � � xm4�

*��	����� �	������ ��	��	����	�� 	� �� ����	��	 �������	��
p3x�� � � � � xm4 J������	�� �������	 �������	����� 9��� ��	 ����	���
"�/ ����#�	����! �	����� J������	�� ��"�1	 � ���	��	 ��	�
� < 	��� ,�� �� ��� ������#	�� �	���	���� 8 @�

7	�	�� �0	��� �	������� ��	� <�

9��� ����������	��� QBF ������ � 5��	���� ���� "�������
������� ������	 ����	��� ��	, ���������	��, �	������ � �� 	���
QBF ��#�� 5��	���� ,�� �� ��� ���"	�� ������� .�������� "��
�������	�� �	�	�� d > O3n4 �����"�/ �	 ���		 �	� � d ����, � �
�	�������/ �	 �	���	! < � d�p �� ��	"�/�	� ���	 ��"	 ����	����
�� ��#��	 ������	� .� ��"��0�� ������	� �� �	������� ������#��
��#� � ��������� "�����	 �	 �	���	�

<�
d

p

N
�

�"	 N > O3n�4 8 ���		 �����	��� ����	���� .�� p > w3n�4 %� �	����
���� ��"	 ������ � <�

.� /���0�	
�	

J�� ������ ������� ������� "�������� �������	����/ ���#�
���� ��"��� 	�� ����	���	 8 "�������� ������ ��"��� � ��",�"��
�	� ���#������ �����	� �� ����	�� "�� ����	�� ���, ������� 8 NP
� PSPACE� 9��� ���"������"� � ��"��	� �"���� "������ �� ���/�	�
��� P 
 NP �P��� NP 
 PSPACE �����	 � ��� ��	"���	 "�� ��	��
�����, ��"�� ������� "�����	����� �, ���#�����

5��	���	 ����� "����, ���#�����, �������� &�����	� � �������
������0	��������! ��"	�� ������	��� ��#�� ��������� ����� ������
�	��! ����� �	�����! �����/��! �������!� .������� 0	��� ���
����� ���#�����, ������� ���/��/��� �� �"��� �� ��#��, �����	!
����� NP 3	"����	���	 ������	��	 .��������4� .�������� ����	�� 
�� ��	 ���/�	��� � %�! �	���,�� �����	�

;�����1	� ��#	 �����/ ��"	�� ������	��! 8 �������	 ������	�
��� 3��� FEG4� ����������� � ��, �� �	 ��"	� ���	�� ���� �� ���



	�
��
�� ������������� ����� ���

��"	�#� BPP � ��"	�#��� � PSPACE� &� ����	"	� ��"��� �� �����
���	����! ���	 %������	���/ �������� ������	�����

������ ) -��� :7;/� "<�	+ +�����$	�
 ������ ��' 3@ <4�
����� A �	��� n�n � �����
� ������� ����� ������� 3aii > <4�

%&�'������' ���� 	�� � �����

S >
X

Ax���x�f���gn

3�<4x
TBxEkxkCn�kxk�

��
� �	������! ��� jSj � Hn4
� ����	"1	���! -�����	 ����0� B ������	�� �� ����0� A ���	��!

��	, %�	�	��� �� ������! "�������� � ���	 ������ kxk 8 �����	���
	"���0 � ������ x�

5���� 
	��� ���	���� ������/ �� �� �,�"�, �	 �"���	����/��,
������/ jSj � Hn -���0�� �	 ���	"	�	�� � ������� ��#	 ������ ��
���, �,�"�, ��� ���"���

D� ����	� ���	��	����� ������� ���/�����	 ����#"����	��
���� �"	� ������ � ��	"	���� 9��� ��	�	������� ����� ��	�	�	�
����� ��������� � ������/ 
"� ��������� � �������	����	 ����
��#���� �������, �����/	��� �����"�/ � �����#������ �	����
�����, ����� �����/��, �������������	 ��	�� � ��	/��, "�����
��	���� "���� � ����!��� 3�������4 �	��/�	�� ��"��� �� �0	��	
���"������! ������

������ ���	������

F<G 5����� +� 6�! 7�������� (� 1�! 8����� 8�7� ��������' �����	��	
� ������ P .	�� � ����� ��" �	"� �� x	��� ��' �A&�2 <YYY�

F?G 9�� 9�! 6�&����� ���! :
��� ��� .����	��	 � ������ ��������
	����, ���������� ��' ��� <Y[Y�
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������ BPP ����������� ���)�
�/���������� �� 
������ P� �� � ������������ ����� ������ BPP���/��
���� ����� �� (���)�� ��� � P���/������

������	 " �������� #��� BPP �� NP� �� P �' NP�C  

2 ����� ������ ���������� computer science BPP �� NP > ��� �����
����� ��(���� �� P �' NP�

������ ���������� ����������� ������ BPP ��� � ������ ��� ��!� �� �� �"
� #
����� ����
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����+����! O�r�� &��� ������� � �+�� �� ��� �������� #� ���� ���
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���		 #� � ����+� �	
&��� O� /�� ������� ��+��� ��� ��� ��� ) � # , ����+������ �� �*
��� �������� ��������� ��� ��������!�

������� ������������� ���������
 0���! x� 1 y� � r� , ���
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��ap.2 ;� � �ap.2 ;��
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p
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 ��	��� ������� ��	 k � l
p
. �������� 	�������	
�


���	 �� �		���

��������� ���
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�������� � &��� ������� �
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������� �
������� � ����! ������� ������� jMF�j�� �-�� ���� C��
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���! ��������� � ��� ��* ���
�* ������D��	* �+�� k � l� ������
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B
, �
�����

��$==�&��� ��� � ��	��� �y � kx� � ������� ��������� ����=����
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���� �����  8������ � ����� ����� 	�� �� 8����- � �� 	� #�� ��
�� "��	����

����� �������	
 � ������ ����� � ��	 ���� ��� �������	
 �������� �������

����� 	���� ������� � ������ ����������	
�
 �������	������ ������	
 ������
���� �� ����	�������� ������������ ����� ���� �� �
��  � �� �!"��#�

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �������������



��� ���������	


���� �����������  ���� =�����  � �� ��	"�+ �� C��� �� ����� un�� �
un �� ��	"�+ �� �� un�� �"	�� �- 6�"���) �� ��	"�+ �7� 2��	����������
�� ����� �����	������������>

u� � � ? � � D %mod �'
u� � D ? � � � %mod �'
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�	���� �	����*, ��� �	���	���	�� x �	� �����'" F�������� ����� ��+
��������� ����-� ����� �����������	�� �	� ������ ���������
����*, ����*�� ����� ����� �*�	
�� ������)� ���	
��� ���	� ���+
�	 ����� �*�� ������	����	 �	� �������
-� !����	' ���� ���	���+
�� ����"

C
 ��������� ����	 �
� �*, ��������, 
�	���* � 
�)��� ��+
������	-�� .���� �	��	 � ��*�� �� ���������� ��
���" �	 ��
��
�	��	������� ����� ������ ����	, �����*� ������	����� 
 ���� �����
.�������	����* ���� �	
���* �	����" ( ������ ������* ��
�*
����� ������ ��������� ����� ����	 �	
���* -����� �� ��������+
�� �� ��	�����" I	��*� 
 .� ����� ������������� .�������	���+
�*� �����	��� ������������ �	����*, �" �" ����� �	���	���	���� �	�
���� ���	�����	� ����	" C�	�, .��� ��*� .���������	���� ���	
*�	+
�� �	
�������� �	�	�)��� ����	 �	 ���� ���	������ ����*" �
�
�	
���� ��.��-���* .���� �	
������ �����
����� ��������
��	�
���� ���, 	 �	���	�� �	
����  ��������	
��� ����	"

C����� ��.��-���* ����� ����� � �������������� �����+
�	 , ��	�� �����* �������* �	 ��" 5"

I	� �	�� .� ��.��-���*J K	�������� ����� 153, ������� � ��+
��������� ���� 
���� ����
� �	
�	�� ������, ������ � ������)��"
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	� 	��� �������������� ������ ���

F���� ����-� f!x', ���)	� ����� 2�T , ������	����	 ����� �����

f!x' =
#

!
a� :

�X
n��

an cos
nx

T
: bn sin

nx

T
� !5'

H�� �������������� ����-� �*��������� ����������

�TZ

��T

cos
nt

T
sin

mt

T
dt = 7�

�TZ

��T

cos
nt

T
cos

mt

T
dt =

�TZ

��T

sin
nt

T
sin

mt

T
dt = �n�m�T�

!2'

��� �n�n = 5, �n�m = 7 �� n �= m" F�.����, ��� ����	���� �������

�	������� !5' �	 cos
mx

T
� sin

mx

T
 �������� �����������	�� �� ��T

�� �T , #����& �	����� ���
���  �������� ������	 ��� ��.��+
-�����

am =
#

�T

�TZ

��T

f!t' cos
mt

T
dt� bm =

#

�T

�TZ

��T

f!t' sin
mt

T
dt� !>'

L	����, ��� � ��� ������* <����	 eix = cosx : i sinx ����� ��+
������������� ������ ����� �*�� 
	��	� � ������)�� ���

c�ne
�inx : � � �: c��e

�ix : c� : c�e
ix : � � �: cne

inx�

��� ck =
#

!
!ak : ibk', k � 7, c� = a�, ck =

#

!
!ak � ibk', k � 7� F�.����

������* !5'  !>' ����� ������	�� � ����� ������� ��� !���	�	� T = 5'

f!x' =
�X

k���

cke
ikx� ck = !2�'��

�Z

��

f!x'e�ikxdx� !?'

4�� ����� ���	������ ����������� � ��*�� � ��
���, �� �����

	�����, ��� �����	���� #������*��*� ������&, 	 �� �������*� �	���
�����" H�� ���	�� �	� �	
������ ������ �
	������� �������
����	" 4� ����� �������, �����	���� �*�	���� !>' � ������� !5' 
���� ��� ����	���� � ������� T ��

f!x' =
#

�

�Z

�

du

�Z

��

f!t' cosu!x� t' dt =

�Z

�

1a!u' cosxu: b!u' sinxu3 du� !@'

���

a!u' =
#

�

�Z

��

f!t' cosut dt� b!u' =
#

�

�Z

��

f!t' sinut dt�



��� ���������	

M���� ����� �����  ������*����� ������	
��	�� ����� ����	+
����� �����	  ���������� ���	�� �����	�������" ;��	�� �� ���
	+
������ ��	���� .��� ������ � ������ ��N��� ��� ����, ����* �������
�����
��	�� ������	
��	�� ����� !�, �	� ������� �	���	��, �	�+
�������� 	�	�
' ��� ������ ��	������ 
	�	�" H��� � ���, ���
.���������	���*� �	��*�, �����*� ���	�	�*�	���� �	 ���������	 ,
��*��� ������	������� � ��� �������� !�*�� �����, ����� ������'
��������	�������� ����" � .��� ����	� ���������� ��������� ���+
���	
��	�� �����, � �����*� �	���	�� ���	
�� �����" �* �	���� �
���������� ���������� ������	
��	�� �����  ������ ��� ���
� �
��������� ��	�� !�����-' �	��* "

O�� �	��� �������*� 	�	��� ���	 �����J F��������� ����- �
������� 2� ����� �	���	���	�� �	� ����- �	 ��������� ����+
���� �	���	" F���� z = e��i�m" H������*� 	�	����� .��� ���������
����� �	��� ����� zj = e��ij�m, !j = 5� � � � � m', 	 ����������� ����+
- % ���������	� ��������	��������� !y�� y�� � � �', yk = yk�m" �	
����
�����	
�� ��	���������	� ����	 ��������	�������� Py = !y�� � � � � ym'
������)�� !����)� ������, �����������' ��������	���������

cj =
mX
k��

ykz
kj � j = 5� � � � � m� !A'

E��	� �	�	� ��������	��������� ����� �*�� ����� �����	������	 � ��+
��)�� ������* ���	)��� �����

yk =m��
mX
j��

cjz
�kj � !B'

��� cj , j = 5� � � � � m, % ��.��-���* �����, ����������*� �*��"
C�*� ����	�, � ���	� ��������	��������� ���� Py !������� ���+

�� ��������� ��������� � ��� ������*' ������	������� � ��� ���	
�� #.������	��*� �	�����	�& e���ij�m � ��.��-���	� cj " K	������	
!A'  !B' �������� �������*� 	�	���	� ���������� !?'"

F������ �����* ���������� ������	
��	�� ����� �� �	�* 

�	���� m�

�m � �� c� = y� � y�� c� = y� : y�Q

�m � �� c� = y� �
#

!
!y� : y�' : i

p
"

!
!y� � y�'�

c� = y� �
#

!
!y� : y�'� i

p
"

!
!y� � y�'� c� = y� : y� : y�Q

�m � �� c� = y� � y� : i!y� � y�', c� = y� � y� � y� : y�,

c� = y� � y� : i!y� � y�', c� = y� : y� : y� : y�"




	� 	��� �������������� ������ ���

F��������, ���  � ��)�� ����	� cm = y� : y� : � � �: ym"

������ �� H��	���, ��� ��� 	���������)��� ���������� ���	+
�	 yk = !�5'k, 5 � k � m,  ������� m �*������� cm�� = m, ck = 7,
k �= m�2"

������ �� H��	��� ������� ���	)���"
�	�
�����" F��������, ���, �	�  � ����	� ����� �����, #����&

�	����� ���
��� �� �������	�"

����� ��	
	��, ��� ������	 ���	)��� 
	�	�� ������	����� �����+
���	�������� � ��� ����������������� ������	, � �� ����� �	�
������	, ���������)	� ������	
��	�� �����, �	�� ��.��-���* .��+
�� ������	"

�� ���� �������� ��N�� ���� ����� ������� �����	-
������ ���� �	�� ��� ���������* ��)�* �����������" � .��� ���+
�	� ��
��	�� �������	 ���
�� ���� !�" �" ����	)��� �������� �	�+
��	 �	�� ���	
��, ����* ����� �*�� ������
���� � ���*� �	��*�
� ����	������ ���������'" F������� ����-� � ����)�� ������+
�������� �������� �	��� ��	
*�	���� ����
�*� �� ����� .���
�������*"

F���������, ��� 
�	���� y� = f!x�'� � � � � ym = f!xm' ����- f!x',
����� 	�	�������� �*�	���� ��� ������� �� 
������, 
�������� �
��������� .����������  �� �	��*� y�� � � � � ym �	� ��	���� �������
�-���� ��.��-���* ����� ����- f!x'"

O	��� ��	
*�	����, ��� ����-�

Rf !x' = a� : a� cos x: b� sin x: � � �: an cosnx: bn sin nx

 ����� �����	�� ����-� f!x', �	�� ����	 ���� .������	��* �	�+
���� n 
�	������� ������ ��N��	 �	��* m" � .��� ����	� ����	���+
�� 
	������ � �	��� ���������	 ������ ��.��-���* ����� ������
� ������ ��N��	 �	��* "

F�������� 
�	���� ����- yi = f!xi' 
�����* .���������	����
��� � �������* ����	 xi, i = 5� � � � � m, ��.��-���* ����� ����+
- f!x' �����* ������������ �� .��� ��������	��������" S�	�����	�
���	-� ��
��	�� �� �*������ �	 ���������	 , ��� 	�	����+
���� �*�	���� ��� ����- f!x' ���������� � �������� ����	�����
�����*�"

F�.���� � �	�������� �* ����� ��������	���� �� ��.��-���	�
����� ������*��* ����-�, 	 ��.��-���	� ����� ������* �����+
���	���������� Py = !y�� � � � � ym'" <�������	� ���-����	  �*������
���� ������� ��	�������� 
�	����" ;�	 �	
*�	���� ���
��� ��	�

���������	� ����	 !� �'"



��� ���������	

�� �������� ���	��� �� �������

E���� �	���	����� ����, �� ������ ���)�� M =
Qk

j��mj , ��� �+
��	 mj % ���	��� �
	��� �����*�, ����� �*�� ���������*� ���	+

�� �����	�������, ��� 
�����* ���	�� �� ������ .���� ���	 �	 mj ,
j = 5� � � � � k"

<�	 ������	 �*�	 ����*�	 � ������� I�	� � ������ ������ �	+
��� .�*, �� ��*��� �	
*�	�� ��
�!���! 
	��	��! �� ��
�
��� �

	��	��! "��#�"

H�� ���	
	�������	 .��� ������* �	� ����������� �������*� �	��*

 .������	���� ���� ���� !� �	������, 
 ���� ���	����'"

���������� �	���� ���	��� �� ������ ���	 A2	� �	 @"

�* ������ �������*� ����������, ������)��� � .������	���� ��+
�� ����" C ����� �	�� � ����� ������� !�	�����, 1>3'" �	� ��+
��������� �	��� ������)	� ������	, ���	
	�������� ������� ��������
�����	��, �������� � �����	�� � �������"

��	���� ��  ��
� M � m $ ������ ����
�	 �����% &���� ��'	�

�
���
 �	��	 ����� N � n 
���	( �
� NM : nm = 5%

(���������� ������ ��	����� ������� �� ���	��	 " F��������
.�	 ������	 ���� �������� 
�	���� ��� �	�, ������� �� ���	
	����+
����"

��	���� ��  ��
� M =
Qk

j��mj $ ������	�	�	 ������ ������

����
�� ���	�% &���� ��� ����� cj( 7 � cj � mj( ��'	�
��	
 	���

�
�	�	 �	)	�	 ��	���'	! ���
	�� ����	�!

c � cj !mod mj'� j = 5� � � � � k� !6'


���	 �
� 7 � c � M %

�	��������
��	� F����� ����� ���	��� ������������� ������"
F���� c  c� ��	 �	
���* ������ !6', �� ������ ���) M " M���	

c = Qjmj : cj � c� = Q�jmj : cj � j = 5� � � � � k�

O��� c� c� = !Qj � Q�j'mj ������ ��
 ���	��	 �	 ����� mj , 	, 
�	��,

 �	 M =
Qk

j��mj , ��������� ���	 mj �� ���� ��) ��������" (

������ ������*, 7 � c� c� � M , �" �" �M � c� c� � M " F�.���� c� c� = 7"
H�� ���	
	�������	 ��)������	�� ������ �����
��� ������� 5"

F����� Mj =
M

mj

 �	���� �	�� Nj  nj , ��� MjNj :mjnj = 5" F��	+

���, ���

c =
kX

r��

crNrMr mod M !T'




	� 	��� �������������� ������ ���

 ���� ������ �����* !6'" H�����������, ��� �	����� j = 5� � � � � k

c =
kX

r��

crNrMr � cjNjMj !mod mj'�

��������� Mr ������ ��
 ���	��	 �	 mj !�� ��� r �= j'" S �	� �	�
MjNj :mjnj = 5, �� MjNj = 5 !mod mj'  ������ c = cj !mod mj'" <��

	����	�� ���	
	�������� ������*" �

���������� ��F����m� = >,m� = ?,m� = @" �	���� �	��� ����,
�� ������ ���)�� @T, ��� ��� ���	�� �� ����� �	 >, ?  @ �	��* c� = 2,
c� = 5  c� = 2, ��������������"

�� K	
����� ������� 
	��� ���������� ���	 A = !� � �a�a�'� �	 ���+
� ���* k" ;��
�	�� Aj = a
j���k :2a
j���k��: � � �: 2k��ajk��" �	��+
���,

?B = 575555� k = >� A� = 5 : 2 : ?� A� = 5 : ?�

H��	���, ��� ���	�� �� ������ ���	 A �	 2k�5  �	 2k:5 �	�� ��,
�	� � ���� A�:A�: � � �  A��A�: � � � , ��������������" � ����������
�*�� ������

?B � !B : @' � @ !mod B'� ?B � !B� @' � 2 !mod T'�

�� F���� 
	�	�* ���	�� u�� � � � � uk �� ������ ���������� ���	 �	
���	��� �
	��� �����*� ���	 m�� � � � � mk" M� ����, ������� �����
�*�� �����	������� �� ��	����� ������� �� ���	��	 , ����� ���
�	�	��
hu�� � � � � uki � h!u�'m� � � � � � !uk'mk

i" H��	��� ������)� �	������	

	' hu�� � � � � uki � hv�� � � � � vki = hu� � v�� � � � � uk � vki,

�' hu�� � � � � ukihv�� � � � � vki = hu�v�� � � � � ukvki
!
���� ���
������ ���� ����	���� �� ������ M = m� � � � � �mk'"

O�	���� ����� ����	� �������� ������ .� �	��* �������* 
�	� �� ���
	�* � ������	
��	��� �����J ;�	
*�	����, ��� ��	���	�
������	 �� ���	��	 �	�� ������ �*������ �*������ ��.��-�����
�����"

�� ���	�� �	���	�������� ��	
�

H�� ������� �*������ ������	
��	�� ����� �� ������� !A' ���+
�� ���)������ ������	 m� ����	-� ��������  ������	 m� ����	-�
�������" <�� ����� � �	��J 0���� �	�����	�� � �����	 ������
�*������ ��� �����������" F���������� ��� ���� �	 ������	�����
���������� �������� �*����������� 
	��	�� 57�	 ������" H�� �����+
���	�������� �	��* ���* ������	 n = 57� !��� �����, �	�����,



��	 ���������	

��� ����
���� ��������' �����	��, ��� �*������ ������	
��	+
�� ����� 
	��	�� ������	 27 ����" <�� ����� ����� ��� ����� �����+
���	�������� �	��* "

H�� ���� ���� ����������� �����, ������ ��� ����������� �+
���, ���	
�� ������ ������, ���������� ��� ������� ����" F�.����
�* ����� ��	�	���� �������� ����� ��������� ��������, �� ���	+
)	� ���	�� �	 ��������� �������"

I	� ����	��� ���� ��������J �������, �	� �	� ��� ���	��
.�� � �	�	����� ������ ��� ����, ����* �*����� 2> � >B : 2T � >B �*

	���� .�� ���� � ��� !2>:2T' �>B" M���	 ������ ��� �������� �	�
����	����� �*������ ����"

���	�����*� ��	���� ��� 
	�����, ��� ����� 
 ���� zkj , j� k =
= 5� � � � � m, �������)��� � !A', � �������������� ����	�	��" C�����+

��� .��� �	�� ��� ����, ����* ����	��� ���� ��������" I�	���	�
������	 �� ���	��	 ����� � .��� ��)�������� ������"

F���������, ��� ���� m 
	��*�	���� � ��� m = m�m�, ��� m� 
m� % �
	��� �����*� ���	"

F���� k�  k� % ���	�� �� ������ �����	 k, �������)����� � !A',
�	 m�  m�, ��������������" S�	������ ������� !T', ���� k �����
������	��� � ��� k = k�M�m� : k�M�m�, ��� M�  M� ��������+
�*� ���	
�� ������������ 
 ���������� m�M� :m�M� � 5 !mod m',
7 � M��M� � m"

M����� ������	�� ������	
��	�� �����, �" �" ����� � ��	��� �	+
�� !A', �	� ������� ����� �� �����	� k�  k�, ������	�)� 
�	����
�� 7 �� m� � 5  m� � 5, ��������������" F���� �	��� j� % ���	��� ��
������ M�j �	 m�, 	 j� % ���	��� �� ������ M�j �	 m�"

L	����, ��� j = m�j� : m�j� !mod m'" H�� ���	
	�������	 ����	+
����� ����������	�� �	������	 M�j = m�p: j�, M�j = m�q : j�, ����+
����*� �	 m�  m� ��������������" L���� p  q �����-	�����*� -��*�
���	"

H	���, ������ ���
�	���� 	 = zM�m
�
� , 
 = zM�m

�
�  
	����, ���

zm�m� = 5" 4�� ������ �*���� ��)� ������� 
 ���������� ����*
�� ������ j�, �� �������� ������)� ��
����	�

cj��j� =
m���X
k���

	j�k�
m���X
k���


j�k�U!k�� k�'� !57'

��� cj��j� = cj�m��j�m� , U!k�� k�' = yk�M�m��k�M�m� "
L	����, ��� ������ ��� m� ����� 	j�k�  m� ����� 
j�k� , �����*�

 �	����� � �	��� ���������	" F�.���� ��� �*������ ����� �������+
��� ����* �� ������� !57' ��������� �*������ m� ��������, 	 ���




	� 	��� �������������� ������ ��


�*������ ��� m� �������� ���� �� k� = 7� � � � � m� � 5 ���������
�*������ m = m�m� ��������" F���� .���� ���	���� ������� .�
��������� ����* �	 m� ����� 	

j�k� , �	� ��� ����� ��������� m�m ����+
����" ��� ���	���*� ����	- � ������� !57' �������� ��������"

C�	�, ��� ���� m �� �������� �����*�, �* ����� �*����� ���+
���	
��	�� ����� 
	 � m��� ����������" 4�� �* ������ �	
�����
m�  m� �	 ���
������ �
	��� �����* ����, ���� �������� ��+
��	���� �)� �����" K	
�������, �������*� �������� ��
��	�� 
+
	
������	 �*������ ��.��-����� aj , ��  ����� ����������, 
	��	+
��	� ����������� ��������� ������������� �����"

F������������ ��	��� ���������	- ������� ������)� ��+
�����" F���� m = m� � m� = > � B" $���, ��� 5 � B : 5T � > = A? � 5
!mod 25'" F�.���� M� = 5, M� = 5T" F�����	�� � ����� ��������	+
��������� ���� a�� � � � � a�� � ��� �	��-* a!k�� k�'� � ������ !k�� k�',
k� = 7, 5, 2, k� = 7, 5� � � � � A, ��	�� .������ � ������� k = Bk�:
:5@k� !mod 25', ��������� 5T � > � 5@ !mod 25'" F����	�� �	���	�����
������� �	 � ����

7 5@ T > 56 52 A
B 5 5A 57 ? 5T 5>
5? 6 2 5B 55 @ 27�

� ������ !k�� k�', k� = 7� 5� 2, k� = 7� 5� � � � � A, �* ����� �	��-* ���+
� .������ � ������� j� � 5Tj � j !mod >', j� � j !mod B'" F����	��
�	���	����� ������� �	 �* ����

7 > A T 5> 5@ 56
B 57 5> 5A 5T 5 ?
5? 5B 27 2 @ 6 55�

� ��������������, ���	��*� �*�� 	������, �	
*�	��*� 	���+
����� V��	 W M��	�	, �*� ����*� !5TA7WA>' 	�������� �*������ �*+
������ ���������� ������	
��	�� �����,  ��� ������� ��*���
����*�	���� I�� W M��� !5TA@'" F���	 .���� � ���, ��� 	������
I�� W M��� �*� ����� �	
����	����	�  �����
��� ����� �������
����� ����������� ��.��-�����"

� 
	������� ����� 	������ I�� W M���" F� ������	��* 
m�  m� !
���� m�  m� ����� ���� ��)� �����*� �������' ������

��(�� m ) !n ���� ������� ���������� ��������� ���
�������� �����* ��+
�����,��� O-m logm. ���/����* ����� ���/� ���������� 
������ ���
���+
������ ������ 0
 ��� �������� � �� ���������� � ������ 
����� ���/���� ��+
��� �/� �������� � ������ 1���2� 3������� �������������� �� 456� 5 " ��
7� !� 6�8 6��* #'%%* 9�9�* :���;�2/�* <�����2/� (������� � ������ �������+
������� ��������� 6�8 6��* #'%'�  ����� ����



��� ���������	

�����* j�� j�� k�� k� � ����)�� ���������� j = m�j�: j�, k = m�k�:k�,
��� j�� k� = 7� 5� � � � � m��5  j�� k� = 7� 5� � � � � m��5" F��� ��� � �������	+
�� �� k�� k� � !A' �	� ��, �	�  � ������ 
 ���	��* �*�� 	��������,
������ �	�������

aj � aj��j� =
m���X
k���

zjk�
m���X
k���


k�j�yk��k� �

��� 
 = zm� , yk� �k� = ym�k��k� , aj = am�j��j� " F�������� �� 	������	 

0F� ����� �����	�� � ���	 1?3, 1@3, 1A3, 1B3, 163"

�� ��	������ ����	� ����

F����� ���������� ������	
��	�� ����� ����������� ����)	��+
�� �	 �������*� ����	�, ����	 �	��*� ���	
��� �� ��������	���������
����, 	 �������*� �	��� y!k� l', 5 � k � K, 5 � l � L" F�����	
��	+
�� ����� .���� �	���	 !�	��-*' ���	
��� ���*� �	���, .������*
�������� ���� ������)� ��

V !j�m' =
KX
k��

LX
l��

zkj� zlm� y!k� l'� !55'

��� z� = e��i�K , z� = e��i�L�
H�������� ������	
��	�� ����� % .�� �� ������ �	���	�����	�

	����	�-�, ��� ����
�� �� ���� ����	��* 
	�	�	 , �����	� ���	+
����� 
���	����" F�� �������	�	� �* ����	�� ��������� �	��+
-�, .������* ������� �����	�� ������� ������ ������	� � ����� �
���	����*� ������	�	� !kh� lh', ��� h % �	
��� .������	���� ����+
� !�	
������' 
���	����" <�	 �����	� ������ 
���	���� ������
���������������	 �� 	�	�
� ������	�� ����� ���� L���  ���� 
��	���, ����	��* 
 ������	"

F�����	
��	�� ����� ��
������ 
�	������� ����	��� ���������
�����	-, ������� ���� ���� �����
��	�� ��� �����	������� 
�+
��	����" ;�*��� ����	����� 
	������ ��� ��������� ����* �	���+
�� !��.��-����� �����', ����* ������
���� 
���	���� � ����+
����� ��������� �� ����) ���	����� ������	
��	�� �����

Ry!k� l' =
#

m�

�jX
j��

�mX
m��

z�kj� z�lm� V !j�m'�

X����	 �	� y ��	
*�	�� �	 ��, ��� Ry!k� l' ������ ����
������ ����	+
�	�� � y!k� l' � ����	�, ����	 Rj � K� Rm� L"

;�	
*�	����, ��� �� ���� ��	������ ���	-� �������� �	+
��� 	�������	- �������� ����	�����  ������, �	�� ����	 K, L 
�	+




	� 	��� �������������� ������ ���

������� ������, ��� Rj, Rm" � �	������ �����	 ������ �����
��	��
������	
��	�� ����� ��� ��	�� �����	- �� �������	� ����*
������� ����� ����" �������
����� ��	�
���	���� �������, ����+
���	�	�, ��� ������� �����	������ � ����� ����� ������-��	��� �*+
���� ������� ����*" F��������� �	���, ��� ���	 ����* �	��	 p �
��������� �	��	����  q � ��������������� � ���� �	��	����, .��
�
�	�	��, ���

y!k� l' = A cos
!�k

p
cos
!�l

q
�

��� A % 	������	 ����*" E���� ��������, ��� V !j�m' = A, ���

j =
K

p
� m =

L

q
,  ���� �� ��� ���	���* ����	� !��� �������* �* ����+

������, ���
K

p
�
L

q
% -��*� ���	'" M	�� ���	
��, ��� �����	�������

.���� 
���	���� ����	����� 
�	�� ������ �� ���	 !p� q� V !
K

p
�
L

q
''"

� ����	� ���
�������� �	���	 y!k� l' ����	�*�	�� ������ � �����+
� 
�	����� k  l � ����� !55' ������ � ����� ���	������� 
���	��+
��, ��� ������	�	�����" <�� ������ ������������ ��������, ���������
������	���	��*� ������	- ��*��� �*
�	�* �����   ��	���� ��
���	����� ������ � �������� �	�����	 
���	����"

S����	���� �������	���� K��	�� 0�	������ �����
��	� ������+
��� ������	
��	�� ����� ��� 	�	�
	 �������� �	������ �	 ����� +
���� (���-	 �� �	��	������������ �	��*�" F��������*� � �	��*
��������� 	������� �*� �*���� �-����* ���-	���	� �S(S, ����+
�*� �����
��	�  ��� ���������� ��
��	����� 	�����	����, ���+
�	�� ��	��� � ����* �����	 "

!� "��	���� #�$�%�$����&� ��	�

S������* �*������ �*������ ������������ ������	
��	�� ��+
��� ��������	� �������	����� � ������* B7+ ����� !��", �	�����,
1T3 � ����	� �������� n = p'" � 5T66 ���� ������ C���� V������ !��
������ ���	
��	�� � I	��	��, E��	,  ������ �	���	�� � (XS' ��+
���	� ���*� ����� �*������ �*������ ������������ ������	
��	��
����� !1573'" �* ������ ��� ��� � ����	� ���������� �	���	 �	��* 
n � n" <��� �	��� ����� ��������� ��������� �	 ��� �������
Z
�  �	���	���	�� �	� �������*� �������*� ���" ����� V������	

������� �*������ N ��������* ������	
��	�� �����, ��� N �	���
���	������ ���� ���

Lm�r = f!k� l' � km: lr � 7 !mod n'g�



��� ���������	

����*�	�) ��	��	�

Tn = f!k� l' � k = 7� � � � � n� 5� l = 7� � � � � n� 5g�

F�������*� m, r, ���������)� #���&, ������	�� 
�	���� 7� 5� � � � ,
n � 5"

(���� ���� 
	��	�� � �	�*��	 ������, ��� � ��������������
�	��	� #���& Lm�r �	 !k� l'+�������� ������	����� 
 ���� ���������
�	�	������* ��� km: lr = 7� km: lr = n, km: lr = 2n� � � �

Y��������� #�� ����*�	�� ��	��	�& �
�	�	��, ��� !i' ��� ��
��� ���� ����
 �	�	�� ������	� !7� 7'  !ii' ���	� ����	� ����	 � -����+
�����*� ������	�	� !�	���	���	��	� �	� ����	 ���������� ���	'
���	����� � ������� ����� ��"

;��
�	�� ����
 v!n' ���	����� ���� ��� Lm�r, !m� r' 	 Tn,
����*�	�) Tn" I�����	� ��� �����	 V������	 ������ � �	� �	
*+
�	���� �����	
�� ��	���������� *����" <��� ����� ��
������� 
	+
�����	�� ��������� ��	��, ��.���� �* ���	����� ��� ������)��

	�	���"

������ ��� F��������� �	
�	���	�� 	������ �*������ ����������
������	
��	�� �����"

�	�
������ K	������� ��������� �	�	������* ���, �������+
������* �� Lm�r" F���������� .������* �	��-* ����� �	����
�	��� ��������������� ��  
	��� �*���� ���������� ������	+

��	�� ����� ��������* ����" �*����� .�� ���-����� ��� �	����

 v!n' ��� ����*��"

C�������� ���� �*����� ���� v!n' ���	���� ���� ���* ����+
����* ������	
��	�� �����" (�����)	� ������	 �������� � ����*+
�� n+������� ���	"

��	���� �� +��� n = p $ ����
�	 �����( 
� v!p' = p:5( � ������	
�����
�	 ���
��
 �� ��	���'�� ���!,

k � 7 !mod p'� k : l � 7 !mod p'� k : 2l � 7 !mod p'� � � � �

k : !p� 5'l � 7 !mod p'� l � 7 !mod p'�

���������� F������������� .�� ���������� ������� ��
n = @" F��������, ��� ��	
	��*� �� ������������ ����*�	�� ���
���� ��	��	�	 T	"

�	�
������E�� L��� ��� ��� ����
 ���� !5� 2', !2� ?', !>� 5', !?� >'Q
	 ��� L��� ��� ��� ����
 ���� !5� >', !2� 5', !>� ?', !?� 2'Q ���	�����
�������"

�	��������
��	 ��	���� �� ��	�	�� �������, ��� v!p' � p : 5"
C
 ���������� �� Lm�r �*���	��, ��� ��	 �� ����� ����*�	�� �����,




	� 	��� �������������� ������ ���

��� p ����� ��	��	�	 Tp, ������ ��� ��� ������ ������	����� k �	���
l, ��� km : lr � 7 !mod p' �	 ����� ���������*� ���	
��" 4�� �*
��)������	�� ��	 ������, ��	���, l�  l�, �� !l� � l�'r � 7 !mod p'"
F�������� p % ������� ����, �� .�� �	������� ������ l� = l�"

I���� ����, �	��	� ��� Lm�r ������� !7� 7'" F�������� ��	��	�
Tp ������� p� �����, ������*� ���	
�� ���	������ ������)�� ���	+
�������

v!p' �
p� = p� #

p
� �" �" v!p' � p: 5�

F��	��� ������, ��� �	��	� ����	 !k�� l�' ��	��	�	 Tp ���	�����
�� ��	���� ���� ����� �� L��r, r = 7� 5� � � � � p � 5 � L���" H�����+
������, ����������, ��� !k�� l�' �� ���	����� L���" O��	 k

�, k�:l�, � � � ,
k�: !p� 5'l� ���� �	
���*� ���	�� �� ����� �	 p !��������� .��',
	 ���������  ��������� � ������� �	��� p, ���� 
 � ������ ��+
����� �	 p ��
 ���	��	" <�� �
�	�	��, ��� !k�� l�' ���	����� ����� 

��� L��r, ��� 
	����	�� ���	
	��������" �

������ �� F���������, ��� p ������� ����  k � 5" H��	���, ���

v!pk' = !p: 5'pk���

������  � F���� p�� p� % ��	 �	
���* �����* ���	" M���	

v!p�p�' = p�p� : p� : p� : 5�

������ !� �	���� ��������� 52 ���, ����*�	�) ��	��	� T�"
H��	���, ��� ���� ��� � .��� ��������� �� ����� �*�� �����+
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