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6.7. õÓÌÏ×ÉÅ. ðÕÓÔØ G � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ,
V (n) � ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-
ÎÙ O ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ n ÛÁÇÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ limn→∞ V (n)=n2 = 0,
ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÒÅÌÏË, ÞÅÍ
×ÙÈÏÄÉÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ
× ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË (Ò£ÂÅÒ). ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÌÏÖÎÏ.

îÁÚÏ×£Í ÛÁÒÏÍ Br(O) ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒ-
ÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ O ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ r ÛÁÇÏ× ÐÏ
ÓÔÒÅÌËÁÍ ÇÒÁÆÁ. óÆÅÒÏÊ Sr(O) ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O ÎÁÚÏ×£Í
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ ÚÁ r ÛÁÇÏ×, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ
ÐÏÐÁÓÔØ ÚÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Sr(O) = Br(O) \ Br−1(O), Á V (r) = |Br(O)|, |M | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM . ðÏÌÏÖÉÍ Tr(O) = |Sr(O)| = V (r)−V (r−1).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÒÅ-
ÌÏË, ÞÅÍ ×ÈÏÄÉÔ, É ÐÒÉÄ£Í Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

ìÅÍÍÁ 1. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÅÌÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÛÁÒÁ Br(O) É
ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×ÎÅ ÛÁÒÁ Br(O), ÎÅ ÍÅÎØÛÅ |Br(O)|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÈÏÄÑ-
ÝÉÈ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÓÔÒÅÌÏË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Br(O) É ÓÌÏÖÉÍ ÜÔÉ ÞÉ-
ÓÌÁ. ðÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ S ÎÅ ÍÅÎØÛÅ |Br(O)|. ëÁÖ-
ÄÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÛÁÒÁ ÄÁ£Ô ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × ÓÕÍÍÕ.
ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ (ÒÁ×ÎÙÊ 1) ÄÁÀÔ ÓÔÒÅÌËÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ
ÛÁÒÁ × ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÎÅ ÛÁÒÁ.

ìÅÍÍÁ 2. V (r) 6 T (r) · T (r + 1).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÒÅÌËÉ, ×ÅÄÕÝÉÅ ÉÚ Br(O) ÎÁÒÕÖÕ, ÎÁÞÉÎÁÀÔ-

ÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Sr(O) É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Sr+1(O). ëÁÖÄÁÑ ÐÁ-
ÒÁ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÓÔÒÅÌÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ T (r) · T (r+ 1). ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÌÅÍÍÏÊ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 11, 2007(165{174)
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. . .

òÉÓ. 1.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ (a + b)=2 >
√
ab, ÌÅÍÍÕ 2, É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V (r) > V (r − 1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

V (r + 1)− V (r − 1) > 2
√

(V (r + 1)− V (r))(V (r)− V (r − 1)) >
> 2

√
V (r) > 2

√
V (r − 1):

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sn = V2n, > 0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
s0 = 1; sn+1 > sn + 2√sn:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ sn > n2=2, ÚÎÁÞÉÔ, V (r) > (r−1)2=2.
ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÒÉÓ. 1 ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÁÆÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÒÅÌÏË, ÞÅÍ ×ÈÏÄÉÔ, Á ÏÂß£Í ÛÁÒÁ V (r) =
= r(r + 1)=2, ÔÁË ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ × ÚÁÄÁÞÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏ-
ÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V (r) < r(r + 1)=2, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ r, ÔÏ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÒÅÌÏË, ÞÅÍ ×ÙÈÏÄÉÔ.
åÓÌÉ ÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ r ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V (r) < r2=2 − Cr, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ÷ ÔÏ
ÖÅ ×ÒÅÍÑ, ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÒÅÌÏË, ÞÅÍ ×ÙÈÏÄÉÔ, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
V (r) < r2=2− Cr. (á. ñ. âÅÌÏ×)

7.12. õÓÌÏ×ÉÅ. íÏÇÕÔ ÌÉ 4 Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÚÏ×Ù-
×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ?

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ð. æÅÒÍÁ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ó×Ï-
ÉÈ ÐÉÓÅÍ Ë íÅÒÓÅÎÎÕ (ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ × 1641 ÇÏÄÕ). òÅÛÅÎÉÅ ÏÎ ÎÅ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔ. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÍÎÏÇÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. ÷ ÉÚÌÏ-
ÖÅÎÎÏÍ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÄÅÉ ì. üÊÌÅÒÁ (ÉÚ ÅÇÏ ÚÁÐÉÓÎÙÈ
ËÎÉÖÅË).
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ïÔ×ÅÔ: ÎÅ ÍÏÇÕÔ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x <

< a < b < y, Ë×ÁÄÒÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ.
éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ: b2 − x2 = y2 − a2, ÏÔËÕÄÁ

b+ x
y + a = y − a

b− x = m
n ;

ÇÄÅ m
n � ÚÁÐÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ (ÒÁ×ÎÙÈ) ÄÒÏÂÅÊ × ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ.

ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ s É t, ÞÔÏ b + x = sm, y + a = sn É
y − a = tm, b− x = tn, ÏÔËÕÄÁ x = sm− tn

2 , a = sn− tm
2 , b = sm+ tn

2 .
ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ b2−a2 = a2−x2. ðÏÄÓÔÁ×É× × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ x,

a, b ÞÅÒÅÚ m, n, s, t, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ (m2 − n2)(t2 − s2) = 2mnst.
íÙ ÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ

ìÅÍÍÁ 1. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m, n, s, t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (m2 − n2)(t2 − s2) = 2mnst.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ
ÎÁÊÄÕÔÓÑ. åÓÌÉ s É t ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ðÏÜÔÏÍÕ
ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ s É t ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÓÔÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ m 6= n, s 6= t.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ m É n ÒÁÚÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ
É s É t ÒÁÚÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ (ÉÎÁÞÅ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅÞÅÔÎÁ, Á ÐÒÁ×ÁÑ
ÞÅÔÎÁ). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, s É t ÏÄÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ (Á ÚÎÁÞÉÔ ÎÅÞÅÔÎÙ).

ðÏÄÅÌÉ× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ n2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ m
n Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ: ((m
n

)2
− 1

)
(t2 − s2) = 2stmn :

äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ 4(s4 − s2t2 + t4) É ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ
Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÔËÕÄÁ (ÔÁË ËÁË s É t ÃÅÌÙÅ) s4 − s2t2 +
+ t4 � Ë×ÁÄÒÁÔ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á
ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÞÉÓÌÏ

s4 − s2t2 + t4 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ s, t É ÃÅ-

ÌÏÅ z > 0, ÞÔÏ s4 − s2t2 + t4 = z2 É ÓÕÍÍÁ s2 + t2 ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ.
þÉÓÌÁ s É t ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (ÉÎÁÞÅ ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ

ÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÅÍ s É t), Á ÚÎÁÞÉÔ É z ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó s É Ó t.
ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ (s2 − t2)2 = z2 − (st)2, É ÔÁË ËÁË s 6= t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,

ÞÔÏ (z + st)(z − st) � Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ
ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z+st É z−st. ïÎ ÄÅÌÉÔ ÓÕÍÍÕ 2z É ÒÁÚÎÏÓÔØ
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2st ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÅÎ 2. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ
k É l ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ z + st = 2k2, z − st = 2l2, ÏÔËÕÄÁ z = k2 + l2, st = k2 − l2.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 3(st)2+z2 ÒÁ×ÎÏ (s2+t2)2, ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁ-
ÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ z É st ÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ k É
l, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3(k2−l2)2+(k2+l2)2 = 4(k4−k2l2+l4),
Á ÚÎÁÞÉÔ k4−k2l2+l4 ÔÏÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔ. îÏ k2+l2 = z < s2+t2 (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ
×ÏÚ×ÅÓÔÉ × Ë×ÁÄÒÁÔ), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ s É t. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 2 ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
s É t, ÖÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.
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8.9. õÓÌÏ×ÉÅ. óÆÅÒÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ × 2 Ã×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÊ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÐÉÛÅÍ × ÓÆÅÒÕ ÉËÏÓÁÜÄÒ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÐÏËÒÁÛÅÎÎÙÊ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ × ËÒÁÓÎÙÊ É ÓÉÎÉÊ Ã×ÅÔ, ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

A

A′

òÉÓ. 1.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ A (ÓÍ. ÒÉÓ. 1) ÐÏËÒÁÛÅÎÁ × ËÒÁÓÎÙÊ
Ã×ÅÔ. äÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A′. éËÏ-
ÓÁÜÄÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × A

É A′ É ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÊ ÁÎÔÉÐÒÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉ-
ÍÉ. ÷ÅÒÛÉÎÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó A, ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÈÎÉÍ
ÓÌÏÅÍ, Á Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó A′ � ÎÉÖÎÉÍ ÓÌÏÅÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ×ÅÒÈÎÅÍ ÓÌÏÅ ÎÅÔ ÐÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÒÁÓ-
ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÉÎÁÞÅ ÏÎÉ É A ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÎÉÖÎÅÍ ÓÌÏÅ ÎÅÔ ÐÁÒÙ ËÒÁÓÎÙÈ
×ÅÒÛÉÎ, ÉÄÕÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ.

úÎÁÞÉÔ, × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ ËÒÁÓÎÙÈ ×ÅÒ-
ÛÉÎ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÈ ÓÉÎÉÈ. îÏ ÔÏÇÄÁ A′ � ËÒÁÓÎÁÑ
(ÉÎÁÞÅ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÌÉ ÄÌÑ A, É ÎÁÊÔÉ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË).

(÷ÅÒÛÉÎÁ A ÂÙÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁ-
ÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.)
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îÏ ÔÅÐÅÒØ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÏÑÈ ÎÅÔ ÐÁÒÙ ËÒÁÓÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ
(ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÌÉÂÏ ÓÏÓÅÄÎÑÑ, ÌÉÂÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ). úÎÁÞÉÔ, × ×ÅÒÈ-
ÎÅÍ ÓÌÏÅ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÅ ÓÉÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ S1, V , S2. ÷ÅÒÛÉÎÁ V ′,
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ V , ÔÁËÖÅ ÓÉÎÑÑ (×ÅÒÛÉÎÕ A ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉËÏ-
ÓÁÜÄÒÁ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï). îÏ ÔÏÇÄÁ S1, V ′, S2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ
ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÓÆÅ-
ÒÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ × ÎÅÓËÏÌØËÏ Ã×ÅÔÏ×. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ? ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ
(ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ) ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÄÁÖÅ ÄÌÑ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ ÄÌÑ ÁÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎÏ × ÎÅÓËÏÌØËÏ Ã×ÅÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÅÍÕ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÏÅ. ôÅÏ-
ÒÅÍÅ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ ÄÌÑ ÁÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÓÔÁÔØÑ
÷. ï. âÕÇÁÅÎËÏ (�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ�, ÔÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ, ×ÙÐÕÓË 10,
2006. ó. 151{160).

îÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ É ÄÌÑ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ. (á. ñ. âÅÌÏ×)

9.9. õÓÌÏ×ÉÅ. óËÏÌØËÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n
ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍ×ÏÌÙ Ä×ÕÈ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ X É Y , ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÕÀ ( É ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ ) ÓËÏÂËÉ, ÚÁÐÑÔÕÀ (,),
ÓÉÍ×ÏÌ Ä×ÕÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g É ÓÉÍ×ÏÌ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f?

óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ: X,
Y � ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÌÀÂÏÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(A) ÉÌÉ g(A;B), ÇÄÅ A, B � ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ.

òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
ÔÅÒÍÁÍÉ.

ðÕÓÔØ T � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÏ×. ôÏÇÄÁ
T = f(T ) ∪ g(T; T ) ∪ {X;Y }: (1)

úÄÅÓØ g(T; T ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ× ×ÉÄÁ �ÓÉÍ×ÏÌ g, ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ
ÓËÏÂËÁ, ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÅÒÍ, ÚÁÐÑÔÁÑ, ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÔÅÒÍ, ÚÁËÒÙ-
×ÁÀÝÁÑ ÓËÏÂËÁ�. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ f(T ).

åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÔÅÒÍÙ ÐÏ ÒÁÚÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ∪, ÐÏÔÏÍ
ÚÁÍÅÎÉÔØ ∪ ÎÁ +, Á ÓÉÍ×ÏÌÙ f , g, ;, (, ) ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀ-
ÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ xf ; xg; x;; x(; x), xX , xY , ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ
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ÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

� =
∞∑

ni=0
Kn1;:::;n7xn1

f xn2
g xn3

; xn4
( xn5

) xn6
X x

n7
Y ;

ÇÄÅ Kn1;:::;n7 � ÞÉÓÌÏ ÔÅÒÍÏ× Ó n1 ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ f , n2 ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ-
ÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ g, n3 ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÚÁÐÑÔÏÊ, : : : ; n7 ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ Y .
ôÁËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) × ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ

� = xfx(�x) + xgx(�x;�x) + xX + xY : (2)
óÄÅÌÁ× ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �f = xfx(x); �g = xgx(x;x); �X = xX ; �Y = xY ,

ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
� = �f� + �g�2 + �X + �Y : (3)

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÚÁÍÅÎÙ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÕ f ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÁÒÁ ÓËÏ-
ÂÏË, Á ÓÉÍ×ÏÌÕ g � ÐÁÒÁ ÓËÏÂÏË É ÚÁÐÑÔÁÑ; ÅÓÌÉ ÂÁÌÁÎÓ ÎÅ ÓÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ,
ÔÏ ÔÁËÉÈ ÔÅÒÍÏ× ÎÅÔ. ïÔÓÀÄÁ

� = 1−
p

1− 4( �X + �Y )�g=(1− �f)2

2�g(1− �f) :

òÁÚÌÏÖÉ× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ (ÄÌÑ � = 1=2) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ

(1 + y)� =
∞∑

k=0

(�
k

)
yk;

ÇÄÅ
(�
k
)

= � · : : : · (�− (k − 1))=k! . éÍÅÅÍ:

� =
∞∑

k;l;n=1
(−1)n

(1=2
n

)
22n ( �X + �Y )n�gn

(1− �f)2n :

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
1

(1− y)l
=

(
1

(1− y)

)(l)
= Akl yl;

(Akl = k(k−1)·: : :·(k−(l−1)), '(l) ÏÚÎÁÞÁÅÔ l-ËÒÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ).
ðÏÌÕÞÉÍ

� =
∞∑

n>m;k;l;m;n=1
(−1)n

(1=2
n

)
22nAl2k+1

(n
m

)
�fk�gn �Xm �Y n−m :

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (1=2
n

)
22nAl2k+1

(n
m

)
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ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÔÅÒÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ m ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ X, n − m ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ Y ,
k ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ f É n ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ g. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ k + n ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÈ É k + n ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÓËÏÂÏË, n ÚÁÐÑÔÙÈ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁ-
ÍÅÎÕ t4 → �g; t3 → �f; t → �X; t → �Y (ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÞÉÓÌÕ
ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, �g ÏÔ×ÅÞÁÅÔ 4 ÓÉÍ×ÏÌÁ g, (, ), ;). éÍÅÅÍ

� ′ = 1−
p

1− 4(t+ t)t4=(1− t3)2

2t4(1− t3)
= 1−

p
1− 8t5=(1− t3)2

2t4(1− t3)
:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

� ′ =
∞∑

k=1
(−1)k

�1=2
k
�
214kt5k−4

(1− t3)2k+1 :

÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÒÑÄ 1
(1− y)l

ÉÍÅÅÍ

� ′ =
∞∑

k;l=1
(−1)k

(1=2
k

)
214kt5k−4+3lAl2k+1 :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ m ÓÉÍ×ÏÌÏ×,
ÒÁ×ÎÏ

∑

k>0;l>0;5k−4+3l=m

∣∣∣∣
(1=2
k

)∣∣∣∣ 214kAl2k+1 :

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÅÒ-
ÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÂÕË×Ù ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÂÕË×Ù. ñÓ-
ÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×
ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ, ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ (ËÁË ÓÏÏÂÝÉÌ ÍÎÅ í. ëÏÎÃÅ×ÉÞ).

2. éÍÅÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÞÉÓÌÅ ÓÐÏÓÏÂÏ× T (n) ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÉÚ n ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ñÓÎÏ, ÞÔÏ T (1) =
= T (2) = 1, T (3) = 2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÕÀ ÓËÏÂËÕ, ÐÁÒÎÕÀ ÓÁÍÏÊ
ÌÅ×ÏÊ ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

T (n) =
∑

k+l=n;k;l>2
T (k)T (l):

éÚ ÎÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � = ∑∞
k=1 T (k)tk ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �2−�+t = 0. éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ (1−√1−4t)=2
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ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ T (k) = 22k−1|(1=2
k

)|. úÁÄÁÞÁ Ï ÞÉÓÌÁÈ ëÁÔÁ-
ÌÁÎÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÁ ÌÅÔÎÅÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ôÕÒÎÉÒÁ ÇÏÒÏÄÏ× × 2001 ÇÏÄÕ.

(á. ñ. âÅÌÏ×)
10.2. õÓÌÏ×ÉÅ. ëÒÉ×ÁÑ C ÚÁÄÁÎÁ × R4 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ

xi = Pi(�), i = 1; 2; 3; 4, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pi(�) ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ 3. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ C ÖÉ×ÅÔ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ 3-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A � ÔÏÞËÁ ËÒÉ×ÏÊ C, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÁ � = 0. óÄ×ÉÎÅÍ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÏÞËÕ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ËÒÉ×ÏÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ xi = ai�3 + bi�2 + ci� = Pi(�); i = 1; : : : ; 4 (Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÉÓÞÅÚÌÉ).

þÅÔÙÒÅ ×ÅËÔÏÒÁ ~ei = (ai; bi; ci); i = 1; : : : ; 4 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Ô. Å. ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ {�i}4

i=1, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ∑4

i=1 �i~ei = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÎÔÙ ÓÕÍÍÙ ∑4
i=1 �iPi ÎÕÌÅ-

×ÙÅ É ÐÒÉ ×ÓÅÈ � ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑4
i=1 �iPi(�) ≡ 0.

ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ C ÌÅÖÉÔ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÅÖÉÔ ×

n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

P (�1; : : : ; �k) =
∑

Pk
i=1 ni6n

aN
k∏

i=1
�nii

ÉÍÅÅÔ
(n
k
)

+ 1 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

xj =
∑

Pk
i=1 ni6n

aNj
k∏

i=1
�nii ; j = 1; : : : ; k;

ÌÅÖÉÔ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
(n
k
)
. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ

ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÎÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Í�ÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
n É k).

2. úÁÄÁÞÁ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ
ÐÒÑÍÁÑ Ë ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÍÅÅÔ ÂÌÉÚÏÓÔØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ,
ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � ÔÒÅÔØÅÇÏ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÌÁÄËÕÀ ËÒÉ-
×ÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏ× n + 1 ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ
ËÒÉ×ÏÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÓÏ-
ÐÒÉËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË
ÍÁÌÏÓÔÉ n+ 1. (á. ñ. âÅÌÏ×)
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10.4. õÓÌÏ×ÉÅ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ n ÓÉÓÔÅÍ ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ
ÐÒÑÍÙÈ; i-Ñ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ×ÉÄÁ aix+ biy = ci + k,k ∈ Z.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÎÉËÁËÉÅ
Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. üÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÍÎÏ-
ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÕÓÔØ S � ÓÒÅÄÎÑÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Sij � ÐÌÏÝÁÄØ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÛÅÔËÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ i-Ê É j-Ê ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ

S−1 =
∑

i<j
S−1
ij :

(óÒÅÄÎÑÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ � ÜÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ S = lim
t→+∞St=Nt, ÇÄÅ

St � ÏÂÝÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÝÉÈÓÑ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ t Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Nt � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.)

òÅÛÅÎÉÅ. i-Ñ É j-Ñ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÕ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÐÌÏÝÁÄÉ Sij . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, S−1

ij � ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÐÁ-
ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× × ÐÅÒÅÓÞÅÔÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÐÌÏÝÁÄÉ. äÁÌÅÅ, × Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ
ÓÔÏÒÏÎÏÊ R ÐÌÏÝÁÄÉ R2 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ N(R) ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ N ∼ S · R2, ÐÏÜÔÏÍÕ S−1 ÅÓÔØ
ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï S−1 = ∑

i<j S−1
ij ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁÍÉ

ÒÅÛÅÔÏË É ÞÁÓÔÑÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.
ïÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ,

Ô. Å. ÎÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. îÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÎÉÚ. ôÏÇÄÁ Õ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎ ÎÉÖÎÉÊ ÕÇÏÌ, ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÒÅÛÅÔËÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚ-
ÂÉÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R → ∞ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÞÁ-
ÓÔÑÍÉ, ÐÏÐÁ×ÛÉÍÉ × ÜÔÏÔ ËÒÕÇ. éÚ-ÚÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ D � ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÒÅ-
ÛÅÔÏË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R→∞.

Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ D ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C.

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C2 É C3 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌÏ-
ÇÒÁÍÏ× ÒÅÛÅÔÏË, Á ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏÐÁ×ÛÉÈ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R,
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C2R2 É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ C3R2.
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×) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C4 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÏ×
ÒÅÛÅÔÏË, Á ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏÐÁ×ÛÉÈ × ÐÏÌÏÓÕ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÍÉ ËÒÕÇÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R É R+ 3D, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ C4R.

Ç) ðÒÉ ÜÔÏÍ limR→∞C4R=(C3R2) = 0.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. 1. äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k ÓÉÓÔÅ-

ÍÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

V −1 =
∑

i1<···<in
V −1
i1<···<in :

óÉÓÔÅÍÕ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ-
ÓÔÉ ~f , ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÒÁ×ÎÁ d−1, ÇÄÅ d � ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ.
üÔÏ { ÓÒÅÄÎÑÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÕÞÁÓÔËÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÐÅÒÅÓÞÅÔÅ ÎÁ ÅÄÉ-
ÎÉÃÕ ÏÂßÅÍÁ. ôÏÇÄÁ V −1

i1<···<in ÒÁ×ÅÎ ~fi1 ∧· · ·∧ ~fin { ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ. æÏÒÍÕÌÕ
ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÏ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ. äÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÓÉ-
ÓÔÅÍ, ÎÏ É ÐÒÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Ï ÚÁËÏÎÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÒÉ ÓÁÍÙÈ ÛÉÒÏËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔ-
ÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

V −1 = 1
2nn!

∫
�~e1 · : : : · �~en |~e1 ∧ · · · ∧ ~en|

ëÁÖÄÏÅ ~ei (×ÅËÔÏÒ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ (n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ
ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ, �~ei � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÉ,
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1

2nn! ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ 2nn! ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÓÍÅÎÁ ÚÎÁËÏ×). ëÏÇÄÁ ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ × ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ �-ÆÕÎËÃÉÊ), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ-
ÌÕ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ËÁË ×ÙÛÅ. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ.

2. úÁÄÁÞÁ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÏÂßÅÍÏ× ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÔÒÅÝÉÎ.
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