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ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ, ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5.9Â) ÉÚ ÚÁ-
ÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�.

çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ f : Zn → R, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÓÅÄÅÊ:

f(x1; : : : ; xn) = 1
2n

n∑

i=1

(
f(x1; : : : ; xi − 1; : : : ; xn) + f(x1; : : : ; xi + 1; : : : ; xn)

)
:

ôÅÏÒÅÍÁ. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ Zn ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

þÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÕÎËÔÙ Â) É ×) ÚÁÄÁÞÉ 5.9
ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. ÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ×ÙÐÕÓËÅ
�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� ÂÙÌÏ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ [1]. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

äÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÒÅÛÅÔËÉ Zn ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÁÌÙÅ ÌÁÔÉÎ-
ÓËÉÅ ÂÕË×Ù ÉÌÉ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÓËÏÂËÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏ-
ÞÅË. þÅÒÅÚ ek ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0),
ÇÄÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ. ôÏÞËÕ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÂÕÄÅÍ
ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ 0.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 11, 2007(145{148)
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ôÏÞËÉ ÒÅÛÅÔËÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ. ÷ ÔÁËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÈ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË

f(x) = 1
2n

n∑

i=1

(
f(x+ ei) + f(x− ei)

)
: (1)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ Zn ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ
f(x) > 0; ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Zn; (2)
f(0) = 1 (ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ): (3)

íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÕÀ 1
ÆÕÎËÃÉÀ u. åÓÌÉ f(x) � ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ Zn ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ
f(x)=f(0) ∈ F . íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÕÓÔÁÎÏ×É×, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ
F ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÒÏÍÅ u.

ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏ×. íÙ ××ÅÄÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÆÕÎËÃÉ-
ÑÈ ÉÚ Zn × R É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ (É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÜÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ × F ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ (ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔ-
ÎÏÓÔÉ F × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. íÙ ÐÒÉ×ÅÄ£Í ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ôÉÈÏÎÏ×Á.

îÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ: ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÒÁ×ÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÆÕÎË-
ÃÉÑ u.

îÁÞÎ£Í ÓÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ: ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÔÉ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ

|x− y| =
n∑

i=1
|xi − yi|: (4)

ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÐÒÏÓÔÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÒÏÓÔÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ f � ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ Zn ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,
ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ Zn ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

f(y) < f(x)(2n)|x−y|: (5)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ y = x+ ek ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ:
2nf(x) = f(y) + 〈ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ〉 > f(y):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁ |x−y| ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÛÁÇÏ× ÐÏ ÒÅÛÅÔËÅ Zn ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÊÔÉ ÉÚ x × y. ¤

óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ (5) ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) Ó f(0) = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ f ∈ F , ÔÏ (2n)−|x| < f(x) < (2n)|x|.
ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Zn ÓÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

' : Zn → N
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Zn ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N. þÅÒÅÚ ak ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ÒÅÛÅÔËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ '(x) = k.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÍÙ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÌÉ ÔÏÞËÉ ÒÅÛÅÔËÉ, ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÉÚ Zn
× R ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË: f ≺ g ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ f(ak) < g(ak) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k, Á ÎÁ ×ÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎËÃÉÉ
ÒÁ×ÎÙ f(ai) = g(ai) ÐÒÉ i < k.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ M É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ m,
ÔÏ M = m = u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ f ∈ F ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ Sif :
Sif(x) = f(x)f(ei)− f(x+ ei)f(0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Zn: (6)

æÕÎËÃÉÑ Sif ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ, ÔÁË ËÁË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) É f(x+ ei). ðÒÉ ÜÔÏÍ Sif(0) = 0.

éÚ ÏÃÅÎËÉ ÒÏÓÔÁ (5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
|Sif(x)| 6 |f(x)| · |f(ei)|+ |f(x+ ei)| < 4n|f(x)| : (7)

ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ f ± (4n)−1Sif ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F .
åÓÌÉ Sif ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ 0, ÔÏ f ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÖÄÕ f +

+ (4n)−1Sif É f − (4n)−1Sif × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁ-
ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á SiM = Sim = 0.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Sif = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, ÔÏ f = u. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×
Sif(x) = f(x)f(ei)− f(x+ ei)f(0) = 0 (8)

ÓÌÅÄÕÅÔ
f(x+ ei) = f(ei)

f(0) f(x) = f(ei)f(x): (9)
ðÏÄÓÔÁ×É× × (9) ×ÍÅÓÔÏ x ×ÅËÔÏÒ x− ei, ÐÏÌÕÞÉÍ

f(x− ei) = f(ei)−1f(x): (10)
õÓÌÏ×ÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ × 0 Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (9) É (10) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ

×ÉÄ

2n =
n∑

i=1

(
f(ei) + f(ei)−1): (11)

ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÓÕÍÍÁ a+ a−1 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2 É ÒÁ×ÎÁ
2 ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a = 1, ÔÏ ÉÚ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(ei) = 1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ (9)
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É (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ 1. ¤

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ × F .

ìÅÍÍÁ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏ-
ÄÉÍÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ g(x) = lim

n→∞ f
n(x) É fn ∈ F , ÔÏ g ∈ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÏÃÅÎËÉ (5):

(2n)|x|g(x) = (2n)|x| lim
n→∞ f

n(x) > lim
n→∞ f

n(0) = 1:

õÓÌÏ×ÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔÉ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ � ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ
ÐÒÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ. ¤

ìÅÍÍÁ 4. ÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÏÓÔÁ (5) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÕÍÅÒÁ-
ÃÉÅÊ ' ÔÏÞÅË Zn. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×
Fi É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ci ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

F0 = F; Fi = {f | f ∈ Fi−1; f(ai) = ci}; ci = sup
f∈Fi−1

f(ai):

úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× Fi ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 3. ðÏÜÔÏÍÕ
ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Fi ÎÅ ÐÕÓÔÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ M(ak) = ck,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ Fi. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ
F = F0 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ M ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. ¤
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