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÷ ËÎÉÇÅ ÷. á. óÁÄÏ×ÎÉÞÅÇÏ, á. á. çÒÉÇÏÒØÑÎÁ É ó. ÷. ëÏÎÑÇÉÎÁ �úÁ-
ÄÁÞÉ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ� ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ÚÁÄÁÞÁ.

úÁÄÁÞÁ. ÷ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ×
3 Ã×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ÎÅÍ Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n=2 ×ÅÒÛÉÎ, ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏËÒÁ-
ÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄÇÒÁÆÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ
ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÍÉ).

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ,
Á ÉÍÅÎÎÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ×
k Ã×ÅÔÏ×. ôÏÇÄÁ × Î£Í ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÑÚÎÙÊ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ, ×
ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n=(k − 1) ×ÅÒÛÉÎ.

ðÒÉ k = 3 � ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÛÅÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÐÒÉ k = 2 �
ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó×ÑÚÎÏ.

ðÏÐÕÔÎÏ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓ
É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ. âÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n ÏÃÅÎËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.

ìÅÍÍÁ 1 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï). îÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉ-
ÓÌÁ a, b, c, x1, . . . , xm, y1,. . . , ym ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ x1 + · · ·+xm 6 b, y1 + : : :+
+ ym 6 c É xi + yi 6 a ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ 1 6 i 6 m . ôÏÇÄÁ

x1y1 + · · ·+ xmym 6 abc
b+ c :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
p1q1 + · · ·+ pmqm 6 max

16i6m(�pi + (1− �)qi); (1)

ÐÒÉ pi; qi > 0, ∑
i pi 6 1, ∑

i qi 6 1, 0 6 � 6 1.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ 1=x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÐÒÉ x > 0, Ô. Å. ÄÌÑ

z; t > 0 É 0 6 � 6 1 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ 1=(�z + (1 − �)t) 6 �=z + (1 − �)=t. ôÏÇÄÁ
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÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ É ×ÙËÉÎÅÍ ×ÓÅ ÐÁÒÙ xi É yi, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ xiyi = 0, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, Á ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ b É c ÒÁ×ÎÏ 0, ÔÏ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÂÏÌØÛÅ 0. ôÏÇÄÁ
ÐÏÌÏÖÉÍ pi = xi=b, qi = yi=c, � = b=(b+ c). éÍÅÅÍ

∑
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ìÅÍÍÁ 2. ÷ÓÅ ÒÅÂÒÁ n-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × k Ã×ÅÔÏ×.
ðÕÓÔØ ai � ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × Ó×ÑÚÎÏÍ ÐÏÄÇÒÁÆÅ
H ÇÒÁÆÁ G, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × Ã×ÅÔ i. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌ-
ÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G ÎÅÓ×ÑÚÎÏ, ÔÏ a1 + · · ·+ ak > n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ C1, . . . , Cs (s > 2). ïÔÎÅÓÅÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ C1 Ë ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Õ A, Á ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ C2, . . . , Cs Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B. ôÏÇÄÁ
× ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÌÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ A É ÌÀÂÕÀ
×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ B. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ F ,
ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆÏÍ ÇÒÁÆÁ G. ðÕÓÔØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ A É B ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ l É n − l ×ÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ
× Ó×ÑÚÎÏÍ ÐÏÄÇÒÁÆÅ ÇÒÁÆÁ F , × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ × Ã×ÅÔ
i, ÒÁ×ÎÏ bi. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ bi 6 ai. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
b1+· · ·+bk > n. ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ Ã×ÅÔÁ i × ÇÒÁÆÅ F ÒÁ×ÎÏ �il(n−l),
0 6 �i 6 1. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ F ÔÏÌØËÏ ÒÅÂÒÁ Ã×ÅÔÁ i
É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Fi. ðÕÓÔØ ÏÎ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ P1, . . . , Pt. ðÒÉ ÜÔÏÍ Pj ÓÏÄÅÒÖÉÔ xj ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A
É yj ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ Fi ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏ-
ÄÉÔ x1y1 + · · · + xtyt. îÏ xj + yj 6 bi ÐÒÉ 1 6 j 6 t. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1
�il(n− l) 6 x1y1 + · · ·+ xtyt 6 bil(n− l)=n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, bi > n�i. ðÒÏ-
ÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ÐÏ ×ÓÅÍ i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ b1+· · ·+bk > n(�1+· · ·+�k) = n. ïÔÓÀÄÁ,
× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i) ai > n=k. ôÏ ÅÓÔØ × ÇÒÁÆÅ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n=k
×ÅÒÛÉÎ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÎÁÛÅÍ ÐÏÌ-
ÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ Ó×ÑÚÎÙÊ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ
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H (ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ×
Ã×ÅÔ 1). ðÕÓÔØ A � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, B � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ
×ÅÒÛÉÎ. åÓÌÉ B ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n > n=(k − 1)
×ÅÒÛÉÎ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ A É
×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ B (ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÍÉ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ G). ïÎÉ ×ÓÅ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ×
ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ k−1 Ã×ÅÔÏ×, ÔÁË ËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÒÅÂÅÒ Ã×ÅÔÁ 1 ÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄÇÒÁÆÁ H (Ë ÎÅÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
ÂÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ, Õ×ÅÌÉÞÉ× ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ×
ÇÒÁÆÅ G ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ n=(k − 1) ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏ×ÙÍ É ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÂÕÄÅÔ × ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÏÞÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ k−1 = p � ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (k−1)2,
ÔÏ ÏÃÅÎËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÏÞÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ n=(k − 1)2 = d. òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÌ-
ÎÏÇÏ n-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ p2 ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ Ai;j (0 6 i 6 p − 1,
0 6 j 6 p − 1), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ d ×ÅÒÛÉÎ ËÁÖÄÏÅ. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑ-
ÅÔ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÐÏËÒÁÓÉÍ ÅÇÏ ×
Ã×ÅÔ 1. ÷ÓÅ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai′;j′ É Ai′′;j′′ , ÐÏ-
ËÒÁÓÉÍ × ÏÄÉÎ Ã×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ i′ = i′′,
ÔÏ ÐÏËÒÁÓÉÍ ÉÈ × Ã×ÅÔ 1. åÓÌÉ i′ 6= i′′, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÁËÏÅ
0 6 t 6 p− 1, ÞÔÏ (j′′ − j′) ≡ t(i′′ − i′) (mod p). ôÏÇÄÁ ÐÏËÒÁÓÉÍ ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ
× Ã×ÅÔ t + 2. ðÕÓÔØ Bi ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai;0; : : : ; Ai;p−1. ðÕÓÔØ
H � ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÐÏ-
ËÒÁÛÅÎÙ × Ã×ÅÔ 1, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×
Bi, ÔÏ ÅÓÔØ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n=p ×ÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ ×
Ã×ÅÔ t 6= 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÎÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ X. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Ai′j′ . ôÏÇÄÁ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÉÚ ÎÅÅ ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ Ã×ÅÔÁ t, ÍÏÖÎÏ ×
ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Bi ÐÏÓÅÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Aij′′
(Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ 0 6 j′′ 6 p− 1, ÞÔÏ j′′ ≡ (t− 2)(i− i′) + j′ (mod p)).
úÎÁÞÉÔ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÇÒÁÆ H ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n=p ×ÅÒÛÉÎ.

á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ á. ó. ûÔÅÒÎÕ ÚÁ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É
í. î. ÷ÑÌÏÍÕ, ÐÒÅÄÌÏÖÉ×ÛÅÍÕ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1.

ë. á. íÁÔ×ÅÅ×, ÌÉÃÅÊ �66, Ç. ïÍÓË
Email: komatveev@yandex.ru
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